
作业2

截止时间：五月二十四日

习题 1. 设X是B*空间. 求证：X是Banach空间，必须且仅须对∀{xn} ⊂
X ,

∑∞
n=1 ‖xn‖ <∞⇒

∑∞
n=1 xn收敛.

习题 2. 设E是一个赋范线性空间，C ⊂ E是一个凸集. 证明：C的闭

包C和C的内点Int(C)均为凸集.

习题 3. 设{xn}是内积空间X中的一列元素，(·, ·)为其上的内积，其诱导了
一个范数‖ · ‖. 求证：如果(xn, x)→ (x, x)且‖xn‖ → ‖x‖，那么xn → x.

习题 4. 设函数f ∈ C([0, 1] × R)，满足存在常数0 ≤ γ < 8，使得对任

意0 ≤ x ≤ 1, u, v ∈ R有

|f(x, u)− f(x, v)| ≤ γ|u− v|

又设α, β ∈ R 为两个常数. 则两点边值问题

−u′′(x) = f(x, u(x)), 0 < x < 1,

u(0) = α, u(1) = β

有且仅有一个解u ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1).

提示. 我们可以分下面三步讨论：

(i) 如果u ∈ C[0, 1] ∩ C2(0, 1)是边值问题的解，则u ∈ C2[0, 1].

(ii) 如果u ∈ C2[0, 1]是边值问题的解，则u也是积分方程

u(x) = α(1− x) + βx+

∫ 1

0

G(x, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ, 0 ≤ x ≤ 1

的解，这里G ∈ C([0, 1]× [0, 1])定义为

G(x, ξ) :=

{
ξ(1− x), 0 ≤ ξ ≤ x ≤ 1,

x(1− ξ), 0 ≤ x < ξ ≤ 1.

反之，如果u ∈ C[0, 1]是上述积分方程的解，则u ∈ C2[0, 1]，且u是边

值问题的解.
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(iii) 在空间C[0, 1] 上赋予sup范数，得到了一个Banach空间. 我们定义映

射F : C[0, 1]→ C[0, 1]为

F (v)(x) = α(1− x) + βx+

∫ 1

0

G(x, ξ)f(ξ, u(ξ))dξ, 0 ≤ x ≤ 1.

F是一个压缩映射.


