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习题 1. 设X是一个实内积空间. 证明‖x + y‖2 = ‖x‖2 + ‖y‖2蕴含x⊥y.
若X是复内积空间，情况会是如何？

习题 2. 设f ∈X ∗，求证：对任意ε > 0，存在x0 ∈X，使得f(x0) = ‖f‖，
且‖x0‖ < 1 + ε.

习题 3. 设X ,Y ,Z是三个Hilbert空间，设T ∈ L (X ,Z )以及S ∈ L (Y ,Z ).

设R(T ) ⊂ R(S)，那么存在R ∈ L (X ,Y )使得T = SR.

习题 4. 设E,E1, E2为Banach空间；T1为E到E1的闭线性算子，T2为E到E2的

闭线性算子，且D(T1) ⊂ D(T2). 那么，必存在一个正常数β，使得对任

意x ∈ D(T1)，有

‖T2(x)‖E2
≤ β(‖T1(x)‖E1

+ ‖x‖E).

解答. 由T1是闭线性算子，T1的图像G(T1)是成绩空间E × E1上的闭集，于

是由课本定理2.3.14的注记，G(T1)按图模‖ · ‖G是闭的，从而G(T1)在范数

‖(x, y)‖ = ‖x‖E + ‖y‖E1
= ‖x‖E + ‖T1(x)‖E1

(1)

下构成了一个Banach空间。

我们做一个从空间G(T1)到E2的算子A:

A[(x, T1(x))] = T2(x), ∀(x, T1(x)) ∈ G(T1).

由T1以及T2的线性性，我们知A是一个线性算子. 下面我们来证明A是一个

闭算子. 事实上，如果有序列{(xn, T1(xn))} ⊂ G(T1)，使得按对应的范数意

义下，

(xn, T1(xn))→ (x, T1(x)), T2(xn)→ y (n→∞).

由假设，{xn} ⊂ D(T1) ⊂ D(T2)，并由(1)，我们有

xn → x, T2(xn)→ y (n→∞).
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利用T2是闭算子我们知x ∈ D(T2)以及T2(x) = y. 从而

A[(x, T1(x))] = T2(x) = y.

从而A是一个闭线性算子.

由于D(A) = G(T1)是第二纲集(为什么？). E2是完备的，从而由闭图

像定理，A是连续的，从而A有界，由此可得我们需要的结论.


