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习题 1. 设(X, d)为紧度量空间，f : X → X为满射，对任意x, y ∈ X，满
足d(f(x), f(y)) ≤ d(x, y). 证明：对任意的x, y ∈ X，均有d(f(x), f(y)) =

d(x, y).

解答. 若不然，则存在x, y ∈ X，使得d(f(x), f(y)) < d(x, y). 固定x, y，

取ε > 0使得d(f(x), f(y)) < d(x, y) − 5ε. 设n为一个自然数，满足X存在一

个元素个数为n的ε-网.记N ⊂ Xn为N = {(x1, · · · , xn)|{x1, · · · , xn}为X的ε−
网}. 那么N是Xn中的闭子集，由Xn紧知N也是紧的.定义D : Xn → R，满
足

D(x1, · · · , xn) =
n∑
i,j

d(xi, xj).

由D是连续的，我们知其在N上取最小值. 我们记S为最小值点. 注意到

由f的定义可知f(S) ∈ N . 同时由于D(f(S)) ≤ D(S)，我们有D(f(S)) =

D(S)，以及对任意i, j有d(f(xi), f(xj)) = d(xi, xj).

另一方面，我们有存在i, j，使得d(x, xi) ≤ ε, d(x, xj) ≤ ε. 于是

d(xi, xj) ≥ d(p, q)− d(p, xi)− d(p, xj) ≥ d(p, q)− 2ε.

同时

d(f(xi, xj)) ≤ d(f(p), f(q))+d(f(p), f(xi))+d(f(p), f(xj)) ≤ d(f(p), f(q))+2ε ≤ d(p, q)−3ε.

从而d(f(xi), f(xj)) < d(xi, xj)，矛盾.

习题 2. 设(X, d)为紧度量空间，f : X → X为连续映射，对任意x, y ∈ X，
满足d(f(x), f(y)) ≥ d(x, y). 证明：f 为一个等距映射，即对任意的x, y ∈
X，均有d(f(x), f(y)) = d(x, y).

解答. 若不然，存在x, y ∈ X，使得d(f(x), f(y)) > d(x, y). 我们来考

虑{fn(x)}∞n=0，由于这个序列是紧集X上的一个无穷序列，它必然有收敛子

列，记为{fni(x)}. 通过再取子列我们可以得到{mi}使得{fmi(x)}和{fmi(y)}均
收敛. 我们不妨设mi+1 − mi → ∞, i → ∞(思考：为什么？). 于是，

当i→∞时，我们有

d(f (mi+1−mi)(x), x) ≤ d(fmi+1(x), fmi(x))→ 0, d(f (mi+1−mi)(x), x) ≤ d(fmi+1(x), fmi(x))→ 0.

记li = mi+1 −mi，于是

f li(x)→ x, f li(y)→ y.

由x, y的定义，我们有

d(x, y) < d(f li(x), dli(y)),
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让i→∞，我们有
d(x, y) < d(x, y),

矛盾.

习题 3. 设E = {sinnt}∞n=1，求证E在C[0, π]中不是列紧的.

解答. 只要证明E不是等度连续的.

设ε0 = 1，对任意δ > 0取k ∈ N使得 1
k
< δ, nk = 2k, tk = π

4k
∈

[0, π], t0 = 0. 于是|tk − 0| = π
4k
< 1

k
< δ且| sinnk · tk − sinnk · 0| = sin pi

2
=

1 = ε0. 所以E不是等度连续的.

习题 4. 设{en}, {fn}是 Hilbert 空间 X 中的两个规范正交集，满足条件

∞∑
n=1

‖en − fn‖2 <∞.

求证： {en}和{fn}两者中一个完备蕴含另一个完备.

解答. 假设{en}完备. 首先注意到|(ej − fj , ei)| = |(ei − fi, fj)|. 从而∑
j

‖ej − fj‖2 =
∑
j

∑
i

|(ei − fi, fj)|2

=
∑
i

∑
j

|(ei − fi, fj)|2

≤
∑
i

‖ei − fi‖2.

从而‖ei − fi‖2 =
∑

j |(ei − fi, fj)|2. 于是
∑

j(ei − fj , fj)fj = ei − fi，从
而ei =

∑
j(ei, fj)fj . 从而ei ∈ span{fj}，从而{fj}完备.

习题 5. 设X是一个无限维的Hilbert空间，问其上是否所有线性泛函都是连

续的？说明理由.

解答. 从X的线性基中取一组可数子集{en}∞n=1，定义X上的线性泛函l满足

对任意n ∈ N有l(en) = n‖en‖. 不难验证l是无界的.

习题 6. 是否存在函数f : R→ R，使得f的连续点集是有理数全体?

解答. 定义f在点x处的震荡

oscf (x) = inf
ε>o

diam(f(Bε(x))),

于是f在点x处连续当且仅当oscf (x) = 0. 对于c > 0，我们可以证明（思考）

集合{x ∈ X|oscf (x) < c}是一个开集，且f的连续点集可以表示为∩n≥1{x ∈
X|oscf (x) < 1

n
}. 从而f的连续点集是一个Gδ集.
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由Baire定理我们知Q不可能是一个Gδ集，实际上我们要用到Baire定理

的等价形式：可数个稠密Gδ集的交还是Gδ集. 从而这样的f不存在.

习题 7. 设E是 [0, 1]上的一个Lebesgue可测集，是否一定存在着一个 E的Gδ子

集F使得E和 F具有相同的 Lebesgue 测度？

解答. 否. 令En为[0, 1]中测度为1− 1
n
的(胖)Cantor集，E = ∪∞n=1En. 则E为

第一纲集，且µ(E) = 1. 若存在Gδ集F和零测集A，使得E = F ∪ A(不交
并)，则Ec = F c∩Ac，于是F c = Ec∪A也是一个零测集.注意到F c为Fσ集，

从而其具有形式F c = ∪∞n=1Fn，其中Fn是闭集.于是µ(Fn) = 0. 从而Fn是无

处稠密的，从而F c是第一纲集.这样[0, 1] = F ∪F c也是第一纲集，矛盾.

习题 8. 设E,E1, E2为Banach空间；T1为E到E1的闭线性算子，T2为E到E2的

闭线性算子，且D(T1) ⊂ D(T2). 那么，必存在一个正常数β，使得对任

意x ∈ D(T1)，有

‖T2(x)‖E2
≤ β(‖T1(x)‖E1

+ ‖x‖E).

解答. 由T1是闭线性算子，T1的图像G(T1)是成绩空间E × E1上的闭集，于

是由课本定理2.3.14的注记，G(T1)按图模‖ · ‖G是闭的，从而G(T1)在范数

‖(x, y)‖ = ‖x‖E + ‖y‖E1
= ‖x‖E + ‖T1(x)‖E1

(1)

下构成了一个Banach空间。

我们做一个从空间G(T1)到E2的算子A:

A[(x, T1(x))] = T2(x), ∀(x, T1(x)) ∈ G(T1).

由T1以及T2的线性性，我们知A是一个线性算子. 下面我们来证明A是一个

闭算子. 事实上，如果有序列{(xn, T1(xn))} ⊂ G(T1)，使得按对应的范数意

义下，

(xn, T1(xn))→ (x, T1(x)), T2(xn)→ y (n→∞).

由假设，{xn} ⊂ D(T1) ⊂ D(T2)，并由(1)，我们有

xn → x, T2(xn)→ y (n→∞).

利用T2是闭算子我们知x ∈ D(T2)以及T2(x) = y. 从而

A[(x, T1(x))] = T2(x) = y.

从而A是一个闭线性算子.

由于D(A) = G(T1)是第二纲集(为什么？). E2是完备的，从而由闭图

像定理，A是连续的，从而A有界，由此可得我们需要的结论.
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习题 9. 如果{fn}为定义在第二纲赋范线性空间E上的一列连续线性泛函，
并且对任意x ∈ E，极限 f(x) = limn→∞ fn(x)均存在，试证明f也是E上的

连续线性泛函.

解答. 记(c)为收敛数列全体构成的线性空间，考虑从E到(c)内的线性算子T :

T (x) = (f1(x), f2(x), · · · ). 容易验证其为闭算子，从而由闭图像定理知T为
连续线性算子. 因此由(c)空间收敛的定义可以导出本题的结论.

习题 10. 设X和Y是Banach空间. 如果T : X → Y为线性映射，满足对任

意f ∈ Y ∗有f ◦ T ∈ X∗，证明T是连续的.

解答. 定义 T ∗ : Y ∗ → X∗: T ∗f = f ◦ T , 对任意x ∈ X，我们定义x̂ :

X∗ → C为x̂(x∗) = x∗(x). 若x ∈ X满足‖x‖ = 1. 由Hahn-Banach定理，存

在g ∈ Y ∗ 满足 ‖g‖ = 1 满足

‖Tx‖ = g(Tx) ≤ sup
f∈Y ∗,‖f‖=1

|f(Tx)| = sup
f∈Y ∗,‖f‖=1

|(T ∗f)(x)| = sup
f∈Y ∗,‖f‖=1

|(x̂T ∗)(f)| = ‖x̂◦T ∗‖.

注意到对任意f ∈ Y ∗，有

sup
‖x‖=1

|x̂ ◦ T ∗(f)| = sup
‖x‖=1

|f ◦ T (x)| = ‖f ◦ T‖ <∞.

由一致有界定理，存在常数M > 0，使得sup‖x‖=1 ‖x̂ ◦ T ∗‖ ≤M . 于是，由

于对任意x ∈ X，‖x‖ = 1，‖Tx‖ ≤ ‖x̂ ◦ T ∗‖ ≤M，我们知T是连续的.

习题 11. 设X是线性空间，求证：为了M是X的极大线性子空间，必须且

仅须dim(X/M) = 1.

提示：M是极大线性子空间的充要条件是：M是真线性子空间，并且

对任意x0 ∈X \M，有

X = {λx0|λ ∈ R1} ⊕M.


