
B 卷参考答案

一、判断题

1-1. 错误. 反例：{( 1
n
, 3
2
)}.

1-2. 错误. 反例：an = (−1)n√
n

.
1-3. 正确. 利用可积性的定义.
1-4. 错误. 考虑 [0,+∞) 上的连续函数 f(x) = x cos4 x.
二、解答题

2-1. 首先
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−
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2
.

我们有
∑∞
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n
3n

= 3
4
. 又
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n2
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−

∞∑
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.

于是
∑∞

n=1
n2

3n
= 3

2
.

2-2. 化为极坐标 r2 = a2 sin 2θ，于是所求的面积是

S = 4 · 1
2

∫ π
4

0

a2 sin 2θdθ = a2.

2-3. ( 2
3
a, 0, 0).

三、证明题

3-1. 若一个序列非无穷大量，则其必有有界子列，这个有界子列中必存
在收敛子列.

3-2. 由 limx→0
f(x)
x

= 0 可知 f(0) = 0, f ′(0) = 0，于是

f(
1

n
) ∼ f ′′(0)

2
· 1

n2
(n → ∞),

所以级数
∑∞

n=1 f(
1
n
) 绝对收敛.

四、综合题

1



2

(1) 由题设知，对任给 ϵ > 0，下述反常积分是收敛的：∫ +∞

ϵ

f(ax)

x
dx =

∫ +∞

aϵ

f(x)

x
dx,

∫ +∞

ϵ

f(bx)

x
dx =

∫ +∞

bϵ

f(x)

x
dx.

因此，由中值定理可得∫ +∞

ϵ

f(ax)− f(bx)

x
dx =

∫ +∞

aϵ

f(x)

x
dx−

∫ +∞

bϵ

f(x)

x
dx

=

∫ bϵ

aϵ

f(x)

x
dx, aϵ ≤ ξ ≤ bϵ.

于是

I = lim
ϵ→0

∫ +∞

ϵ

f(ax)− f(bx)

x
dx = lim

ϵ→0
f(ξ) ln b

a
= f(0) ln b

a
.

(2) 我们有

Ia,b =

∫ b

a

f(αx)− f(βx)

x
dx =

∫ αb

αa

f(t)

t
dt−

∫ βb

βa

f(t)

t
dt

=

∫ βa

αa

f(t)

t
dt−

∫ βb

αb

f(t)

t
dt = [f(ξ′)− f(ξ′′)] ln β

α
,

其中 ξ′ ∈ (αa, βa), ξ′′ ∈ (αb, βb). 由此立即知

lim
a→0, b→+∞

Ia,b = (L−M) ln β

α

.
(3) 令 f(x) = 2 cos 2x− 1

2
cos 4x，则应用三角公式可得

sin4(αx)− sin4(βx) = [f(βx)− f(αx)]/4,

注意 f ∈ C([0,+∞))，
∫ +∞
ϵ

f(x)/xdx (ϵ > 0)收敛. 故根据 (1)知 I = 3
8

ln α
β

.


