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6 1 概率与随机变量

第1讲 概率与随机变量

前面四讲中，我们将回顾一些在概率与统计课程中已经介绍过，在本课程中经常会用到的概念.

1.1 事件与概率

通常把按照一定的想法去做的事情称为试验，把试验的可能结果称为样本点，称样本点的集合为样

本空间. 对于一个特定的试验，以后总用 Ω 表示样本空间，用 ω 表示样本点，这时

Ω = {ω|ω是试验的样本点}.

在概率论中，事件是样本空间 Ω 的子集. 在实际问题中人们往往并不需要关心 Ω 的所有子集，只要把关

心的子集称为事件就够了. 但事件作为 Ω 的子集，必须满足以下三个条件：

(1) Ω 是事件；

(2) 若 A 是事件，则 Ac 是事件；

(3) 若 Aj 是事件，则
⋃∞

j=1 Aj 是事件.

对于事件 A，如果用 P (A) 表示事件 A 发生的概率，则 P (A) 满足以下条件：

(1) 非负性：对任何事件 A，P (A) ≥ 0；

(2) 完全性：P (Ω) = 1；

(3) 可列可加性：对于互不相容的事件 A1, A2, · · ·，有

P (

∞⋃
j=1

Aj) =

∞∑
j=1

P (Aj).

设 Ω 是一个样本空间，用 F 表示全体事件，P 表示一个概率，则称 (Ω,F , P ) 为一个概率空间.
下面是概率 P 的基本性质：

(1) P (∅) = 0.

(2) 有限可加性：如果 A1, A2, · · · , An 互不相容，则

P (

n⋃
j=1

Aj) =

n∑
j=1

P (Aj).

(3) 单调性：如果 B ⊂ A，则

P (A)− P (B) = P (A\B) ≥ 0.

(4) 加法公式：P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).

(5) 次可加性：P (
⋃n

j=1 Aj) ≤
∑n

j=1 P (Aj).
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定义 1.1

设 A 和 B 是两个事件. 如果 P (B) > 0，则在给定事件 B 发生的条件下事件 A 的条件概率为

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
. (1.1)

定义 1.2

称事件 A 与 B 独立，如果 P (AB) = P (A)P (B).

定理 1.3

对已知的正概率事件 A，定义条件概率 PA(B) = P (B|A), B ∈ F，则 PA 是概率，(Ω,F , PA) 是

概率空间. 当 P (A ∩B) > 0 时，有

PA(C|B) = P (C|A ∩B).

定理 1.4: 乘法公式

我们有

P (B1B2 · · ·Bn) = P (B1)P (B2|B1) · · ·P (Bn|B1B2 · · ·Bn−1).

当 P (A) > 0 时，我们有

P (B1B2 · · ·Bn|A) = P (B1|A)P (B2|B1A) · · ·P (Bn|B1B2 · · ·Bn−1A).

定理 1.5: 全概率公式

如果事件 A1, A2, · · · 互不相容且概率均为正，则当 B ⊂
⋃∞

j=1 Aj 或者
⋃∞

j=1 Aj = Ω 时，有

P (B) =

∞∑
j=1

P (Aj)P (B|Aj),

P (B|A) =

∞∑
j=1

P (Aj |A)P (B|AAj), 当 P (A) > 0 时.

定理 1.6: 概率的连续性

如果 A1 ⊂ A2 ⊂ · · · , B1 ⊃ B2 ⊃ · · ·，则有

P (

∞⋃
j=1

Aj) = lim
n→∞

P (An), P (

∞⋂
j=1

Bj) = lim
n→∞

P (Bn).

定理 1.7: Borel-Cantelli 引理

如果
∑∞

j=1 P (Aj) < ∞，则
P (有无穷多个 Aj 发生) = 0.
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1.2 随机向量及其分布

随机变量 X 是定义在样本空间 Ω 上的函数，使得对于 R = (−∞,∞) 的子集 A，{X ∈ A} 是事件.
对于随机变量 X，称 F (t) = P (X ≤ t) 为 X 的分布函数. 分布函数是单调不减的右连续函数. 用

F (t−) 表示 F 在 t 的左极限，有

P (X = t) = F (t)− F (t−), t ∈ (−∞,∞).

称 F (t) = P (X > t) 为 X 的生存函数. 于是

F (t) = 1− F (t) = P (X > t).

如果 F (t) 是 X 的分布函数，若非负函数 f(s) 使得对所有的 t，有

F (t) =

∫ t

−∞
f(s)ds,

则称 f(s) 为 F 或 X 的密度函数，称 X 是连续型随机变量. 这时对于 (−∞,∞) 的子集 A，有

P (X ∈ A) =

∫
A

f(s)ds.

如果 X1, X2, · · · , Xn 都是随机变量，则称 X = (X1, X2, · · · , Xn) 是随机向量. 我们称 Rn 上的 n 元

函数

F (x1, x2, · · · , xn) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, · · · , Xn ≤ xn)

是 X = (X1, X2, · · · , Xn) 的分布函数. 如果

F (x1, · · · , xn) = FX1(x2)FX2(x2) · · ·FXn(xn),

其中

FXi
(xi) = lim

xj→∞,j ̸=i
F (x1, · · · , xn).

则称这 n 个随机变量是独立的.
如果 X1, X2, · · · , Xn 都是随机变量，则随机向量 X = (X1, X2, · · · , Xn) 是定义在 Ω 上的一个多元

函数. 对每个 ω ∈ Ω，

X(ω) = (X1(ω), X2(ω), · · · , Xn(ω))

是实数向量，称为 X 的一次观测或一次实现.
对于随机向量 X = (X1, X2, · · · , Xn)，如果有 Rn 上的非负函数 f(x) = f(X1, x2, · · · , xn)，使得对

Rn 的任何子立方体

D = {(x1, x2, x3, · · · , xn)|ai < xi ≤ bi, 1 ≤ i ≤ n},

有

P (x ∈ D) =

∫
D

f(x)dx1 · · · dxn,

则称 X 是连续型随机向量，称 f(x) 是 X 的联合密度. 这时，可以证明对于 Rn 中的任何区域 D，上式

成立.
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定理 1.8

设 X = (X1, X2, · · · , Xn) 有联合分布函数 F (x) = F (x1, x2, · · · , xn). F (x) 在 Rn 的开区域 D

中有连续的 n 阶混合偏导数. 定义

f(x) =

{
∂nF (x)

∂xn···∂x2∂x1
, x ∈ D,

0, 其它.

若下面的条件 (a)，(b) 之一成立：

(a) P (X ∈ D) = 1;

(b)
∫
D
f(x)dx1dx2 · · · dxn = 1.

则 f(x) 是 X 的联合密度.

对于随机向量X = (X1, X2, · · · , Xn)，Y = (Y1, Y2, · · · , Ym). 定义 (X,Y ) = (X1, X2, · · · , Xn, Y1, Y2, · · · , Ym).
以后用 X ∼ f(x) 表示 X 有联合密度 f(x)，用 Y ∼ g(y) 表示 Y 有联合密度 g(y).

定理 1.9

设 X ∼ f(x)，则

(1) Xj 有密度函数

fj(xj) =

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞
f(x)dx1 · · · dxj−1dxj+1 · · · dxn,

并且 X1, X2, · · · , Xn 相互独立的充分必要条件是

f(x) =

n∏
j=1

fj(xj),x ∈ Rn;

(2) 当 Y ∼ g(y) 时，X 和 Y 相互独立的充分必要条件是

(X,Y ) ∼ f(x)g(y);

(3) 当 X,Y 都是离散随机向量时，X 和 Y 相互独立的充分必要条件是对所有的 x,y，有

P (X = x,Y = y) = P (X = x)P (Y = y).

定理 1.10: Fubini 定理

设 D 是 Rn 上的区域，g(x1, x2, · · · , xn) 是 D 上的非负函数或是满足条件∫
D

|g(x,x2, . . . , xn)|dx1x2 · · · dxn < ∞

的函数，则对区域 D 上的 n 重积分∫
D

g(x,x2, . . . , xn)dx1x2 · · · dxn

可以进行累次积分计算，且积分的次序可以交换.
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引理 1.11

设 S = (S1, S2, · · · , Sn) 有联合密度 g(x)，X = (u1(S), u2(S), · · · , un(S)) 是 S 的函数，D 是

Rn 的区域使得 P (X ∈ D) = 1. 如果有 D 上的 n 维向量值函数 s(x)，使得

(a) 对 x ∈ D，有 {X = x} = {S = s(x)}；

(b) s(x) 是 D 到其值域的可逆映射，偏导数连续，雅可比行列式的绝对值

| ∂s
∂x

| ̸= 0, x ∈ D, i = 1, 2, · · · ,m.

则 X 有联合密度

f(x) =

{
(g(s(x))| ∂s∂x |, x ∈ D,

0, x /∈ D.

定理 1.12

设数列 {aj} 绝对可和：
∑∞

j=0 |aj | < ∞，函数列 {hj(s)} 一致有界：supa≤s≤b |hj(s)| ≤ M . 对于
c ∈ [a, b]，如果 lims∈(a,b),s→c hj(s) = hj，则

lim
s∈(a,b),s→c

∞∑
j=0

ajhj(s) =

∞∑
j=0

ajhj .

1.3 随机变量举例

例 1.13

如果 X 只取值 0 或 1，概率分布是

P (X = 1) = p, P (X = 0) = q, p+ q = 1,

则称 X 服从两点分布，或 Bernoulli 分布. 记做 X ∼ B(1, p).

例 1.14

设某试验成功的概率为 p，q = 1− p. 将该试验独立重复 n 次时，用 X 表示成功的次数，则 X 的

概率分布为

P (X = k) = Ck
np

kqn−k, k = 0, 1, · · · , n.

此时称 X 服从二项分布，记做 X ∼ B(n, p).

例 1.15

甲向一个目标独立重复射击，每次击中目标的概率是 p = 1− q > 0. 用 X 表示其首次击中目标的

射击次数，则 X 的概率分布为

P (X = k) = qk−1p, k = 1, 2, · · · , (1.2)

这时称 X 服从几何分布，记为 X ∼ Geom(p).
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例 1.16

设 X1, X2, · · · , Xi 独立同分布，有共同的几何分布 (1.2). 将 Si = X1 +X2 + · · ·+Xi 视为第 i 次

击中目标时的射击次数，称其服从负二项分布：

P (Si = j) = Ci−1
j−1q

j−ipi, j ≥ i.

例 1.17

如果随机变量 X 有概率分布

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, · · · ,

则称 X 服从参数是 λ 的泊松分布，简记为 X ∼ P (λ)，这里 λ 是正常数.

例 1.18

设 X 是取值于 [a, b] 上的连续型随机变量，我们称 X 服从 [a, b] 上的均匀分布，记为 X ∼ U [a, b]，

如果其概率密度函数为

f(x) = (b− a)−1, a ≤ x ≤ b.

例 1.19

称连续型随机变量 X 服从参数为 λ 的指数分布，记做 X ∼ E(λ)，如果 X 有密度函数

f(t) = λe−λt, t > 0,

例 1.20

称连续型随机变量 X 服从均值 µ 和方差 σ2 的正态分布，如果其概率密度函数为

f(x) =
1√
2πσ

exp{− (x− µ)2

2σ2
}, x ∈ R.

我们记为 X ∼ N(µ, σ2). 特别地，如果 X ∼ N(0, 1)，则称 X 服从标准正态分布.
设 µ 是 n 维常数列向量，B 是 n ×m 常数矩阵，ϵ1, ϵ2, · · · , ϵm 是来自总体 N(0, 1) 的随机

变量，ϵ = (ϵ1, ϵ2, · · · , ϵm)T . 如果
X = µ+Bϵ,

则称 X 服从 n元正态分布，记做 X ∼ N(µ,Σ). 其中 Σ = BBT 是 X 的协方差矩阵 (见下一讲).

命题 1.21

X = (X1, X2, · · · , Xn)
T ∼ N(µ,Σ) 的充分必要条件是对任何常数 a1, a2, · · · , an，线性组合∑

j=1 ajXj 服从正态分布.
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第2讲 数学期望与方差

2.1 随机变量的数学期望和方差

设 X 有离散的概率分布

pj = P (X = xj), j = 0, 1, · · · .

如果 P (X ≥ 0) = 1 或级数
∑∞

j=0 |xj |pj 收敛，则称 E[X] =
∑∞

j=0 xjpj 为 X 的数学期望或均值.
设 X 是有密度函数 f(x) 的随机变量. 如果 P (X ≥ 0) = 1 或

∫∞
−∞ |x|df(x) < ∞, 则称 E[X] =∫∞

−∞ xf(x)dx 为 X 的数学期望或均值.
设 f0(s) 是非负函数，如果随机变量 X 的分布函数 F (x) 可以分解成

F (x) = F1(x) + F2(x), x ∈ (−∞,∞),

其中 F1(x) =
∫ x

−∞ f0(s)ds，F2(x)是仅在至多可数多个点 xj 处有跳跃高度 P (Xj = xj) = F (xj)−F (xj−)

的阶梯函数，则称 X 有混合分布. 如果 X 非负或∫ ∞

−∞
|x|f0(x)dx+

∑
j≥1

|xj |P (X = xj) < ∞,

则称 X 的数学期望存在，并且定义 X 的数学期望为

E[X] =

∫ ∞

−∞
xf0(x)dx+

∑
j≥1

xjP (X = xj).

对于任何右连续的单调不减阶梯函数 G(x)，设 G 仅在至多可数多个点 xj 处有跳跃. 对于另一函数
g(x)，如果 ∑

j:xj∈[a,b]

|g(xj)|[G(xj)−G(xj−)] < ∞, a < b, (2.1)

则称 g(x) 在 [a, b] 上关于 G 可积，并定义积分∫ b

a

g(x)dG(x) =
∑

j:xj∈[a,b]

g(xj)[G(xj)−G(xj−)].

按照上面的积分定义，如果 X 的数学期望存在，则可以把 X 的数学期望表示成

E[X] :=

∫ ∞

−∞
xdF1(x) +

∫ ∞

−∞
xdF2(x) :=

∫ ∞

−∞
xdF (x).

积分 (2.1) 有如下的基本性质：

(1) 若 g(t), h(t) 都在 [a, b] 上关于 G 可积，则有∫ b

a

(g(t) + h(t))dG(t) =

∫ b

a

g(t)dG(t) +

∫ b

a

h(t)dG(t);

(2) 若 g(t) 在 [a, b] 上关于 G,F 可积，则有∫ b

a

g(t)d[G(t) + F (t)] =

∫ b

a

g(t)dG(t) +

∫ b

a

g(t)dF (t);

(3) 设 Fn(t) = P (Xn ≤ t)，若 m(t) =
∑∞

n=1 Fn(t) < ∞ 对 t < ∞ 成立，则对于非负函数 g(t)，有

∞∑
n=1

∫ ∞

−∞
g(t)dFn(t) =

∫ ∞

−∞
g(t)dm(t). (2.2)
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设 X 是一个随机变量，X 的方差定义为

Var[X] = E[(X − E[X])2] = E[X2]− E[x]2.

两个定义在相同样本空间上的随机变量 X 和 Y 称为不相关的，如果他们的协方差

Cov(X,Y ) = E[(X − E[X])(Y − E[Y ])] = E[XY ]− E[X]E[Y ]

等于 0. 由定义可知独立的随机变量是不相关的. 然而，不相关的随机变量不一定是独立的.

命题 2.1

如果 X1, X2, · · · , Xn 都是定义在同一样本空间的随机变量，则有

Var[
n∑

i=1

Xi] =

n∑
i=1

Var(Xi) + 2

n∑
j=1

j−1∑
i=1

Cov(Xi, Xj).

例 2.2

设 X 服从两点分布：X ∼ B(1, p). 我们有 E[X] = p，Var(X) = p(1− p).

例 2.3

如果 Y1, Y2, · · · , Yn 是来自总体 B(1, p) 的样本，则 ξn = Y1 + Y2 + · · · + Yn ∼ B(n, p). 我们有
E[ξn] = np，Var(ξn) = npq.

例 2.4

设随机变量 X 服从几何分布：X ∼ Geom(p). 我们有 E[X] = 1/p，Var(X) = q/p2.

例 2.5

设随机变量 X 服从泊松分布：X ∼ P(λ)，则 E[X] = λ，Var[X] = λ.

例 2.6

设 X ∼ E(λ)，则 E[X] = 1/λ，Var(X) = 1/λ2.

命题 2.7

当 X ∼ N(µ,Σ) 时，其分量 X1, X2, · · · , Xn 相互独立的充分必要条件是他们互不相关，即

Cov(Xi, Xj) = 0, j ̸= i.

2.2 条件概率和条件数学期望

设 Y = (Y1, Y2, · · · , Yn) 是随机向量，A 是随机事件. 如果 g(y) = P (A|Y = y)，则定义

P (A|Y ) = g(Y ),

并且称 P (A|Y ) 是已知 Y 时 A 的条件概率，简称为条件概率.
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命题 2.8

条件概率有如下的基本性质：

E[P (A|Y )] = P (A).

设 Y = (Y1, · · · , Yn) 是随机向量，X 是随机变量，满足 E[|X|] < ∞. 如果 g(y) = E[X|Y = y]，我

们定义

E[X|Y ] = g(Y ),

并且称 E[X|Y ] 是已知 Y 时 X 的条件数学期望. 条件数学期望有如下的基本性质：设 Y = (Y1, · · · , Yn)

是随机向量，X,Z 是随机变量，满足 E[|X|] < ∞，E[|Z|] < ∞. 设 h(y1, y2, · · · , yn) 是一个实函数. 我
们有

(1) E[E[X|Y ]] = E[X]；

(2) 当 X 与 Y 独立时，有 E[X|Y ] = E[X];

(3) 当 Z 与 (X,Y ) 独立时，有 E[XZ|Y ] = E[Z]E[X|Y ];

(4) 当 Z = h(Y ) 时，有 E[XZ|Y ] = ZE[X|Y ];

(5) 对于常数 a, b，有 E[aX + bZ|Y ] = aE[X|Y ] + bE[Z|Y ].

2.3 数学期望的计算公式

设 X 是一个随机变量，有分布函数 F (x) 和生存函数 F (x) = 1− F (x).

定理 2.9

当 X 只取非负整数值时，有

E[X] =

∞∑
k=1

P (X ≥ k) =

∞∑
k=0

P (X > k).

定理 2.10

如果 P (X ≥ 0) = 1，则有

E[X] =

∫ ∞

0

P (X > x)dx =

∫ ∞

0

F (x)dx,

E[Xα] =

∫ ∞

0

αxα−1F (x)dx, α > 0.

定理 2.11

如果 E[|g(X)] < ∞，P (A) > 0，则

E[g(X)] =

∫ ∞

−∞
g(x)dF (x), E[g(X)|A] =

g(X)I[A]

P (A)
.



2.3 数学期望的计算公式 15

其中 I[A] 是事件 A 的示性函数，也可用 IA 表示，即

IA = I[A] =

{
1, 当 A 发生,

0, 当 A 不发生.

若 X 具有密度函数 f(x)，则

E[g(X)] =

∫ ∞

−∞
g(x)f(x)dx.

定理 2.12

对于随机事件 B，有全概率公式 P (B) =
∫∞
−∞ P (B|X = x)dF (x).

定理 2.13

若随机变量 Y 的数学期望 E[Y ] 存在，则有全概率公式

E[Y ] =

∫ ∞

−∞
E[Y |X = x]dF (x).

对于有联合分布 F (x) 的随机向量 x = (X1, X2, · · · , Xn)，有全概率公式

E[Y ] =

∫
Rn

E[Y |X = x]dF (x).

特别当 X 有联合密度 f(x) 时，有

E[Y ] =

∫
Rn

E[Y |X = x]f(x)dx1dx2 · · · dxn.

定理 2.14

对于随机变量 T，已知 T = t 的条件下，Pt(A) = P (A|T = t) 是概率. 对于任何事件 A,B，有

Pt(B|A) = P (B|A, T = t).

定理 2.15

当 Y 的数学期望 E[Y ] 存在时，用 E[Y |T = t] 表示已知 T = t 时 Y 的条件数学期望，则对于任

意 n 维向量 X 及其在条件 T = t 下的分布函数 Ft(x)，有

E[Y |T = t] =

∫
Rn

E[Y |T = t,X = x]dFt(x).

定理 2.16

当 Y 的数学期望 E[Y ] 存在时，用 E[Y |T = t] 表示已知 T = t 时 Y 的条件数学期望，则对于任

意离散型随机变量 X 及其概率分布 pj = P (X = xj), j = 1, 2, · · ·，有

E[Y = t|T = t] =

∞∑
j=1

E[Y |T = t,X = xj ]P (X = xj |T = t).



16 3 特征函数与概率极限定理

第3讲 特征函数与概率极限定理

3.1 特征函数

如果 ξ, η 是随机变量，i =
√
−1，则称

Z = ξ + iη

是复复值随机变量. 如果 E[ξ]，E[η] 存在，则定义 Z 的数学期望为

E[Z] = E[ξ] + iE[η].

对随机变量 X，因为 sin(tX)，cos(tX) 的数学期望都存在，所以定义

ϕ(t) = E[eitX ] = E[cos(tX)] + iE[sin(tX)], t ∈ R.

上面定义的函数 ϕ(t)称为 X 的特征函数. 可以证明随机变量的特征函数可以唯一决定该随机变量的分布
函数. 所以，随机变量的特征函数和分布函数相互唯一决定.

例 3.1

用 ϕ(t) 表示 X 的特征函数，通过计算可以得到：

(1) 如果 X ∼ B(n, p)，那么
ϕ(t) = (peit + q)n;

(2) 如果 X ∼ Geom(n, p)，那么

ϕ(t) =
peit

1− qeit
;

(3) 如果 X ∼ P(λ)，那么

ϕ(t) = exp{λ(eit − 1)};

(4) 如果 X ∼ U [a, b]，那么

ϕ(t) =
eitb − eita

it(b− a)
;

(5) 如果 X ∼ E(λ)，则
ϕ(t) = (1− it/λ)−1;

(6) 如果 X ∼ N(µ, σ2)，则

ϕ(t) = exp(iµt− σ2t2/2).

命题 3.2

用 ϕ(t) 表示 X 的特征函数，如果 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的随机变量，则 Y = X1+X2+

· · ·+Xn 有特征函数

ϕY (t) = [ϕ(t)]n.
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命题 3.3

如果 Xi 有特征函数 ϕi(t)，X1, X2, · · · , Xn 相互独立，则 Y = X1 +X2 + · · ·+Xn 有特征函数

ϕY (t) = ϕ1(t)ϕ2(t) · · ·ϕn(t).

我们也可以定义随机变量 X1, · · · , Xn 的联合特征函数为

ϕ(t1, · · · , tn) = E
[

exp{i
n∑

j=1

tjXj}
]

可以证明联合特征函数唯一地确定联合分布.

3.2 概率不等式

定理 3.4: 马尔可夫不等式

对随机变量 X 和常数 ϵ > 0，有

P (|X| ≥ ϵ) ≤ 1

ϵα
E[|X|α], α > 0.

推论 3.5: 切比雪夫不等式

对随机变量 X 和常数 ϵ > 0，有

P (|X − E[X]| ≥ ϵ) ≤ 1

ϵ2
Var(X).

证明. 在马尔可夫不等式中取 α = 2 并用 X − E[X] 代替 X 可得.

定理 3.6

设 E[X2] < ∞，E[Y 2] < ∞，则有

|E[XY ]| ≤
√
E[X2]E[Y 2].

并且上面不等式中的等号成立的充分必要条件是有不全为零的常数 a, b，使得 aX + bY = 0 a.s..

定理 3.7

若 f 是凸函数，则只要期望存在，就有

E[f(X)] ≥ f(E[X]).

3.3 概率极限定理

设 {Xn} 是随机变量序列，X 是随机变量或常数. 如果

P ( lim
n→∞

Xn = X) = 1,

则称 Xn 几乎处处收敛到 X 或依概率 1 收敛到 X，记做 Xn → X a.s.
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设 {Xn} 是随机变量序列，X 是随机变量或常数. 如果

lim
n→∞

P (|Xn −X| ≥ ϵ) = 0

则称随机变量序列 Xn 依概率收敛于 X，记为 Xn
P−→ X.

对于分布函数列 {Fn(x)} ，如果存在一个不减函数 F (x) 使得

lim
n→∞

Fn(x) = F (x)

在 F (x) 的每一个连续点上都成立，则称 Fn(x) 弱收敛于 F (x)，并记为 Fn(x)
w−→ F (x). 设随机变量 Xn，

X 的分布函数分别为 Fn(x) 及 F (x)，如果 Fn(x)
w−→ F (x)，则称 Xn 依分布收敛于 X，记为 Xn

d−→ X.

例 3.8

对任意 n ≥ 1，考虑 n 个二元随机变量 Xn,1, · · · , Xn,n，满足 P (Xn,k = 1) = pn，P (Xn,k = 0) =

qn = 1− pn，且 limn→∞ npn = λ > 0. 则 Yn =
∑n

k=1 Xn,k 收敛到一个服从参数 λ 的泊松分布的

随机变量 Y .

定理 3.9: 强大数律

如果 {Xj} 是独立同分布的随机变量序列，µ = EX1，则

1

n

n∑
j=1

Xj → µ a.s.

定理 3.10: 中心极限定理

设随机变量序列 {Xj} 独立同分布，有共同的数学期望 µ 和有限方差 σ2，样本均值 Xn 和样本方

差 σ̂2 分别定义为

Xn =
1

n

n∑
j=1

Xj ,

σ̂2 =
1

n− 1

n∑
j=1

(Xj −Xn)
2,

则

ξn =
Xn − µ

σ/
√
n

, ηn =
Xn − µ

σ̂/
√
n

都依分布收敛到标准正态分布，即对任意 x，当 xn → x 时，

lim
n→∞

P (ξn ≤ xn) = Φ(x), lim
n→∞

P (ηn ≤ xn) = Φ(x),

这里 Φ(x) 是标准正态分布的分布函数.

定理 3.11: 单调收敛定理

设 {Xn} 是随机变量序列，满足 0 ≤ X1 ≤ X2 ≤ · · ·，X 是随机变量，并且 Xn → X a.s.，则

EXn → EX.
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对非负随机变量 X1, X2, · · ·，有

E[

∞∑
j=1

Xj ] =

∞∑
j=1

E[Xj ].

对于非负函数列 {hj(s)} 和分布函数 F (x)，有∫ b

a

∞∑
j=1

hj(s)dF (s) =

∞∑
j=1

∫ b

a

hj(s)dF (s).

定理 3.12: 有界收敛定理

设随机变量序列 {Xn} 有界，|Xn| ≤ M a.s.，n ≥ 1. 如果 Xn → X a.s.，则

lim
n→∞

E[Xn] = E[X].

又设函数列 {hn(t)} 有界：|hn(t)| ≤ M . 如果对 t ∈ (a, b)，hn(t) → h(t)，则在有限区间 [a, b] 上，

由

lim
n→∞

∫ b

a

hn(s)ds =

∫ b

a

h(s)ds.

定理 3.13: 勒贝格控制收敛定理

设 X1, X2, · · · 为一列随机变量，且 Xn
a.s.−−→ X. 若存在随机变量 Y，使得 Y 的期望存在且对任意

n ≥ 1，|Xn| ≤ Y，则有

lim
n→∞

E[Xn] = E[X].

命题 3.14

设随机变量 X ≥ 0 a.s., µ = E[X]，定义随机变量

X̃m =

{
X, 当 X ≤ m 时,

m, 当 X > m 时,

则当 m → ∞ 时，E[X̃m] → µ.

证明. 当 m → ∞ 时，Xm 单调上升趋于 X，于是 E[X̃m] → µ.
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第4讲 统计学的一些基本概念回顾

4.1 总体与样本

在统计学中，我们把所要调查对象的全体叫做总体，把总体中的成员叫做个体. 当我们关心总体的某
个指标时，就称这个指标为参数.

当 y1, y2, · · · , yN 是总体的全部个体时，总体均值是

µ =
y1 + y2 + · · ·+ yN

N
,

总体方差为

σ2 =
(y1 − µ)2 + (y2 − µ)2 + · · ·+ (yN − µ)2

N
.

总体标准差是总体方差的开平方 σ =
√
σ2. 总体均值、总体方差和总体标准差都是参数.

当 X 是从总体中随机抽样得到的个体时，X 是随机变量，X 的分布就是总体的分布. 如果对总体进
行有放回的抽样，则得到独立同分布的，且和 X 同分布的随机变量 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的样

本. 在进行统计分析时，为了强调 X1, X2, · · · , Xn 是随机变量，也称 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的

随机变量.

4.2 次序统计量

定义 4.1

对于随机变量 X1, X2, · · · , Xn，其 次序统计量为随机变量 X(1), X(2), · · · , X(n)，其中

X(1) = min(X1, · · · , Xn),

X(n−1) 是 X1, · · · , Xn 中第二小的,

...

X(n−1) 是 X1, · · · , Xn 中第二大的,

X(n) = max(X1, · · · , Xn).

注意到由定义 X(1) ≤ X(2) ≤ · · · ≤ X(n). 我们称 X(j) 为 j 阶统计量. 如果 n 是奇数，则称

X(n+1)/2 是 X1, · · · , Xn 的样本中位数.

例 4.2

设X 有密度函数 h(x)，X1, X2, · · · , Xn是来自于总体X 的样本，则次序统计量X(1), X(2), · · · , X(n)

有联合密度

g(x) =

{
n!
∏n

j=1 h(xj), 当 x1 < x2 < · · · < xn 时,

0, 其他.

特别地，当 X 在 (0, a) 上服从均匀分布时，次序统计量 (X(1), X(2), · · · , X(n)) 有联合密度

g(x) =


n!

an
, 当 0 < x1 < x2 < · · · < xn < a 时,

0, 其他.
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4.3 点估计与最大似然估计

定义 4.3

设 X = (X1, X2, · · · , Xn) 为从某个总体中抽取的样本，ĝ(X) = ĝ(X1, · · · , Xn) 是样本的函数，用

ĝ(X) 作为 g(θ) 的估计，称为 点估计.

定义 4.4

设 X = (X1, X2, · · · , Xn) 为从总体 {f(x, θ), θ ∈ Θ} 中抽取的样本，g(θ) 是定义于参数空间 Θ 上

的已知函数. ĝ(X) = ĝ(X1, · · · , Xn) 是 g(θ) 的一个估计量，如果

Eθ[ĝ(X)] = g(θ), θ ∈ Θ,

则称 ĝ(X) 为 g(θ) 的一个无偏估计. 记 ĝ(X) = ĝn(X，若 Eθ(ĝn(X)) ̸= g(θ)，但

lim
n→∞

Eθ[ĝn(X)] = g(θ), θ ∈ Θ,

则称 ĝn(X) 为 g(θ) 的渐近无偏估计.

定义 4.5

设对每个自然数 n，ĝn(X) = ĝn(X1, · · · , Xn) 是 g(θ) 的一个估计量，若 ĝn(X) 依概率收敛到

g(θ)，即对任意 θ ∈ Θ 以及 ϵ > 0 有

lim
n→∞

Pθ(|ĝn(X)− g(θ)| ≥ ϵ) = 0,

则称 ĝn(X) 为 g(θ) 的弱相合估计. 若对任何 θ ∈ Θ 有

Pθ

(
lim
n→∞

ĝn(X) = g(θ)
)
= 1,

则称 ĝn(X) 为 g(θ) 的 强相合估计. 若 r > 0，对任何 θ ∈ Θ，有

lim
n→∞

Eθ[|ĝn(X)− g(θ)|r] = 0,

则称 ĝn(X) 为 g(θ) 的 r 阶矩相合估计. r = 2 时称为均方相合估计.

定义 4.6

设离散型随机变量 X1, · · · , Xn 有联合分布

p(x1, x2, · · · , xn;θ) = P (X1 = x1, X2 = x2, · · · , Xn = xn),

其中 θ = (θ1, · · · , θm) 是未知参数，给定观测数据 x1, · · · , xn 后，我们称 θ 的函数

L(θ) = p(x1, x2, · · · , xn;θ)

为似然函数，称 L(θ) 的最大值点 θ̂ 为 θ 的最大似然估计.



22 4 统计学的一些基本概念回顾

定义 4.7

设随机向量 X = (X1, · · · , Xn) 有联合密度 f(x;θ)，其中 θ 是未知参数. 得到 X 的观测值

x = (x1, x2, · · · , xn) 后，称 θ 的函数

L(θ) = f(x;θ)

为似然函数，称似然函数 L(θ) 的最大值点 θ̂ 为参数 θ 的最大似然估计.

4.4 置信区间与假设检验

设正数 α ∈ (0, 1). 对 Z ∼ N(0, 1)，有唯一的 zα 使得 P (Z ≥ zα) = α；对 ξn ∼ χ2(n)，有唯一的

χ2
α(n) 使得 P (ξn ≥ χ2

α(n)) = α. zα 和 χ2
α(n) 分别称为 N(0, 1) 和 χ2(n) 的上 α 分位数.

对于上 α 分位数，容易验证

P (Z ≤ zα) = 1− α, P (ξn ≤ χ2
α(n)) = 1− α,

P (|Z| ≥ zα/2) = α, P (|Z| ≤ zα/2) = 1− α.

定义 4.8

设有一个参数分布族 F = {f(x, θ), θ ∈ Θ}，g(θ) 是定义在参数空间 Θ 上的一个已知函数，X =

{X1, · · · , Xn) 是从分布族某总体 f(x, θ) 中抽取的样本，令 ĝ1(X) 和 ĝ2(X) 为定义在样本空间

X 上，取值在 Θ 上的两个统计量，且 ĝ1(X) ≤ ĝ2(X)，则称随机区间 [ĝ1(X), ĝ2(X)] 为 g(θ) 的

一个区间估计.

定义 4.9

设随机区间 [θ̂1, θ̂2] 为参数 θ 的一个区间估计，则 [θ̂1, θ̂2] 包含 θ 的概率 Pθ(θ̂1 ≤ θ ≤ θ̂2) 称为此

区间估计的置信水平. 置信水平参数空间 Θ 上的下确界

inf
θ∈Θ

Pθ(θ̂1 ≤ θ ≤ θ̂2)

称为该区间估计的置信系数.

定义 4.10

设 [θ̂1(X), θ̂2(X)] 是参数 θ 的一个区间估计，若对于给定的 0 < α < 1，有

Pθ(θ̂1(X) ≤ θ ≤ θ̂2(X)) ≥ 1− α, θ ∈ Θ,

则称 [θ̂1(X), θ̂2(X)]是 θ 的置信度或置信水平为 1−α的置信区间. 而 infθ∈Θ Pθ(θ̂1 ≤ θ ≤ θ̂2(X))

称为 [θ̂1(X), θ̂2(X)] 的置信系数.

定义 4.11

设 θ̂U (X) 和 θ̂L(X) 是定义在样本空间 X 上，在参数空间 Θ 上取值的两个统计量，若对给定的

0 < α < 1，有

Pθ(θ ≤ θ̂U (X)) ≥ 1− α, 一切 θ ∈ Θ,
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Pθ(θ̂L(X) ≤ θ) ≥ 1− α, 一切 θ ∈ Θ,

则分别称 θ̂U (X) 和 θ̂L(X) 是 θ 的置信水平为 1− α 的 (单侧) 置信上限和置信下限. 上式左端概
率在参数空间上的下确界分别称为置信上、下限的置信系数.

设 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的样本，θ 是 X 的未知参数，但是已知 θ ∈ Θ0+Θ1，这里 Θ0+Θ1

是互不相交的参数集合. 为判断 θ ∈ Θ0 是否成立，作假设检验，其中

原假设 H0 : θ ∈ Θ0, 备择假设 H1 : θ ∈ Θ1.

设 W 是一个事件，当 W 发生就否定 H0，称 W 为检验的拒绝域. 设 α 是 (0, 1) 中的常数. 如果对一切
的 θ ∈ Θ0，有

Pθ(W ) ≤ α,

则称拒绝域 W 的检验水平或显著性水平是 α.

例 4.12

设随机变量 X 有数学期望 µ，X1, · · · , Xn 是来自总体 X 的样本，µ0 是已知常数. 对于较大的 n，

原假设 H0 : µ = µ0, 备择假设 H1 : µ ̸= µ0

的显著性水平为 α 的近似拒绝域是

{|z| ≥ zα/2}, 其中 z =
Xn − µ0

σ̂/
√
n

.

如果 |z| ≥ zα/2 发生，则称检验是显著的，这时否定 H0 犯错误的概率不超过 α.
我们称 P = 2Φ(−|z|) 为检验的 P 值，Φ(x) 是 N(0, 1) 的分布函数. P 值越小，数据提供的

否定 H0 的证据越充分. 如果检验的显著性水平 α 是事先给定的，当 P 值小于等于 α，就要否定

H0.

例 4.13

如果 Y1, Y2, · · · , Yn 是来自总体 B(1, p)的样本，则 ξn = Y1+Y2+· · ·+Yn ∼ B(n, p). 不难求得 p的

最大似然估计是 p̂ = ξn/n. 用 p̂ = ξn/n估计 p时，对于较大的 n (一般要求 min{p̂, (1− p̂)}n > 5)，
近似地有

p̂− p√
p̂(1− p̂)/n

∼ N(0, 1). 这时，在置信度 1− α 下，p 的置信区间是

[
p̂− zα/2

√
p̂(1− p̂)

n
, p̂+ zα/2

√
p̂(1− p̂)

n

]
.

对于已知的 p0 ∈ (0, 1)，在检验水平 α 下，

原假设 H0 : p = p0, 备择假设 H1 : p ̸= p0

的水平为 α 的近似拒绝域是

W =
{ |p̂− p0|√

p0(1− p0)/n
≥ zα/2

}
.

检验的 P 值是 P = 2Φ(−|z|)，其中 z = (p̂− p0)/
√

p0(1− p0)/n.
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第5讲 随机过程

定义 5.1

一个随机过程是指一族定义在同一个样本空间 Ω上的随机变量 {X(t) : t ∈ T}，其中 t是参数，它

属于某个指标集 T，T 称为该随机过程的指标集或参数集.

注记 5.2

有时，从另一个角度来看随机过程是很有益的，即随机过程 {X(t, ω) : t ∈ T, ω ∈ Ω} 可以看成是
定义在 T ×Ω 上的二元函数. 对于固定的样本点 ω ∈ Ω, X(t, ω) 就是定义在 T 上的一个函数，称

为一条样本路径或轨道. 而对于固定的时刻 t ∈ T , X(t) = X(t, ω) 是概率空间 (Ω,F , P ) 上的一

个随机变量.

5.1 有限维分布与 Kolmogorov 定理

研究随机现象主要是研究其统计规律性. 对于一个或有限个随机变量来说，掌握了分布函数就能完全
了解随机变量. 对于随机过程 {X(t) : t ∈ T},为了描述它的统计特性，自然要知道对于每个 t，X(t)的分布

函数 F (t, x) = P (X(t) ≤ x)，以及它们在任意 n个时间点的联合分布. 对于有限个时刻 t1, t2, · · · , tn ∈ T，

我们还需定义随机过程的 n 维分布：

Ft1,··· ,tn(x1, · · · , xn) = P (X(t1) ≤ x1, X(t2) ≤ x2, · · · , X(tn) ≤ xn)

随机过程的所有有限维分布全体

{Ft1,t2,··· ,tn(x1, x2, · · · , xn) : t1, t2, · · · , tn ∈ T, n ≥ 1}

称为随机过程 {X(t), t ∈ T} 的有限维分布族，或称为这个随机过程的概率分布. 具有相同的有限维分布
的随机过程称为是同分布的. 同分布的随机过程有相同的统计性质.

定义 5.3

随机过程 X(t) 和 Y (t) 称为相互独立的，如果对任意 t1, t2, · · · , tn 以及 s1, · · · , sm，X =

(X(t1), · · · , X(tn)) 和 Y = (Y (s1), · · · , Y (sm)) 是独立的.

不难看出，一个随机过程的概率分布具有如下两个性质：

(1) 对称性：对 1, 2, · · · , n 的任意排列 j1, j2, · · · , jn，有

Ftj1 ,tj2 ,··· ,tjn (xj1 , xj2 , · · · , xjn) = P (X(tj1) ≤ x1, X(tj2) ≤ xj2 , · · · , X(tjn) ≤ xjn)

= P (X(t1) ≤ x1, X(t2) ≤ x2, · · · , X(tn) ≤ xn)

= Ft1,t2,··· ,tn(x1, x2, · · · , xn).

(2) 相容性：对于 m < n，有

Ft1,t2,··· ,tm,tm+1,··· ,tn(x1, x2, · · · , xm,∞, · · · ,∞) = Ft1,t2,··· ,tm(x1, x2, · · · , xm).
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定理 5.4

设分布函数族 {Ft1,t2,··· ,tn(x1, x2, · · · , xn), t1, t2, · · · , tn ∈ T, n ≥ 1} 满足上述的对称性和相容性，
则必存在一个随机过程 {X(t), t ∈ T}，使

{Ft1,t2,··· ,tn(x1, x2, · · · , xn) : t1, t2, · · · , tn ∈ T, n ≥ 1}

恰好是 {X(t), t ∈ T} 的概率分布.

定义 5.5

设 {X(t), t ∈ T} 是一个随机过程.

(1) 称 X(t) 的期望 µX(t) = E[X(t)] 为过程的均值函数 (如果存在的话).

(2) 如果对任意 t ∈ T，E[X2(t)] 存在，则存在随机过程 {X(t) : t ∈ T} 为二阶过程. 此时，称
函数 γ(t1, t2) = E[(X(t1)− µX(t1))(X(t2)− µX(t2))] (t1, t2 ∈ T ) 为过程的协方差函数；称

γ(t, t) = Var[X(t)] 为过程的方差函数；称 RX(s, t) = E[X(s)X(t)](s, t ∈ T ) 为过程的自相

关函数.

由 Schwartz 不等式知，二阶矩过程的协方差函数和自相关函数存在，且有 γX(s, t) = RX(s, t) −
µX(s)µX(t).

例 5.6

设 X(t) = X0 + tV (a ≤ t ≤ b)，其中 X0 和 V 是相互独立且均服从标准正态分布的随机变量. 于
是 X(t) 也服从正态分布，并且 (X(t1), · · · , X(tn)) 服从 n 维正态分布. 所以只要知道它的一阶矩
和二阶矩就完全确定了它的分布. 而它的一阶矩和二阶矩是容易求得的：

µX(t) = E[X(t)] = E[X0 + tV ] = E[X0] + tE[V ] = 0,

γ(t1, t2) = E[X(t1)X(t2)] = E[(X0 + t1V )(X0 + t2V )] = E[X2
0 ] + t1t2E[V 2] = 1 + t1t2.

5.2 平稳过程

定义 5.7

如果随机过程 {X(t), t ∈ T} 满足对任意 t1, t2, · · · , tn 和任意 h (ti + h ∈ T, i = 1, 2, · · · , n) 有
(X(t1 + h), X(t2 + h), · · · , X(tn + h)) 与 (X(t1), X(t2), · · · , X(tn)) 具有相同的联合分布，则称

{X(t), t ∈ T} 为 (严) 平稳的. 严平稳的随机序列也称为严平稳序列，或简称为平稳序列.

定义 5.8

如果随机过程 {X(t), t ∈ T} 的所有二阶矩都存在，并且 E[X(t)] = µ，协方差函数 γ(t, s) 只与时

间差 t− s 有关，则称 {X(t), t ∈ T} 为宽平稳过程或 二阶平稳过程. 宽平稳的随机序列也称为宽
平稳序列.
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命题 5.9

设 {X(t), t ∈ T} 是一个二阶矩过程. 它是宽平稳的，当且仅当 E[X(s)] 与 E[X(s)X(s+ t)] 都不

依赖于 s.

习题 5.1

证明上述命题.

例 5.10

设 {ϵn, n = 0,±1, · · · } 为一列两两互不相关的随机变量序列，满足 E[Xn] = 0 (n = 0, 1, · · · )，且

E[XmXn] =

{
0, m ̸= n

σ2, m = n.

则 {Xn, n = 0, 1, · · · }为宽平稳序列. 这是因为协方差函数 Cov(Xn, Xm) = E[XnXm]只与 m−n

有关.

例 5.11: 滑动平均序列

设 {ϵn, n = 0,±1, · · · } 为一列两两互不相关的具有相同均值 µ 和相同方差 σ2 的随机变量序列，

a1, a2, · · · , ak 为任意 k 个实数. 考虑如下定义的序列：

Xn = a1ϵn + a2ϵn−1 + · · ·+ akϵn−k+1, n = 0,±1,±2, · · · .

容易看出

E[Xn] = µ(a1 + a2 + · · ·+ ak).

令 ξj = ϵj − µ，则由于 {ϵj} 两两不相关，我们知协方差函数

γ(n, n+ τ) = E[(Xn − µ(a1 + a2 + · · ·+ ak))(Xn+τ − µ(a1 + a2 + · · ·+ ak))]

= E[(a1ϵn + a2ϵn−1 + · · ·+ akϵn−k+1)a1ϵn+τ + a2ϵn+τ−1 + · · ·+ akϵn+τ−k+1]

=

{
σ2(akak−τ + ak−1ak−τ−1 + · · ·+ aτ+1a1), 0 ≤ τ ≤ k − 1

0, τ ≥ k

即协方差函数仅与时间间隔 τ 有关，故 {Xn, n = 0,±1, · · · } 为宽平稳序列.

5.3 独立增量过程和平稳增量过程

定义 5.12

设 {X(t), t ∈ T} 是一个随机过程. 如果对任意 t1, t2, · · · , tn ∈ T，t1 < t2 < · · · < tn，随机变量

X(t2)−X(t1), X(t3)−X(t2), · · · , X(tn)−X(tn−1) 是相互独立的，则称 {X(t), t ∈ T} 是 独立
增量过程.
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定义 5.13

设 {X(t), t ∈ T} 是一个随机过程. 如果对任意 t1, t2, h，其中 t1, t2, t1 + h, t2 + h ∈ T，有 X(t1 +

h)−X(t1) 与 X(t2 + h)−X(t2) 具有相同的分布，则称 {X(t), t ∈ T} 是平稳增量过程.

兼有独立增量和平稳增量的过程称为平稳独立增量过程.

定理 5.14

设 {X(t), t ≥ 0} 是一个独立增量过程，则 X(t) 具有平稳增量的充分必要条件是：其特征函数具

有可乘性，即

ϕX(t+s)(a) = ϕX(t)(a)ϕX(s)(a).

证明. 因为 X(t) 具有平稳增量，所以 X(t+ s)−X(t) 与 X(s) 具有相同的分布. 从而由独立增量性我们
有

ϕX(t+s)(a) = ϕX(t)(a)ϕX(t+s)−X(t)(a)

= ϕX(t)(a)ϕX(s)(a).

必要性得证.
下证充分性，由独立增量性我们有

ϕX(t)(a)ϕX(s)(a) = ϕX(t+s)(a)

= ϕX(t)(a)ϕX(t+s)−X(t)(a),

所以 ϕX(t)(a) = ϕX(t+s)−X(t)(a). 于是 X(t + s) −X(t) 与 X(s) 具有相同的分布，即 {X(t)} 具有平稳
增量.

5.4 习题

习题 5.2

如果 Z0, Z1, · · · 是独立同分布的随机变量，定义 Xn = Z0+Z1+ · · ·+Zn，证明 {Xn, n = 0, 1, · · · }
是平稳独立增量过程.

习题 5.3

设 X(t) = sinUt，这里随机变量 U 服从 [0, 2π] 上的均匀分布，证明 {X(t), t = 1, 2, · · · } 是宽平
稳序列，而 {X(t), t ≥ 0} 不是宽平稳过程.

习题 5.4

证明：平稳独立增量过程的均值函数一定是时间 t 的线性函数.
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第6讲 指数分布

6.1 指数分布

定义 6.1

称连续型随机变量 X 服从参数 (或均值) λ > 0 的指数分布，如果它的概率密度函数为

f(x) = λe−λx, x > 0.

我们记 X ∼ E(λ).

若 X 服从参数 λ > 0 的指数分布，我们不难求得其累积分布函数为

F (x) = 1− e−λx, x > 0.

我们来计算一下 X 的期望和方差. 我们有

E[Xn] =

∫ ∞

0

xnλe−λxdx

= 0 +
n

λ

∫ ∞

0

e−λxnxn−1dx

= 0 +
n

λ

∫ ∞

0

λe−λxxn−1dx

=
n

λ
E[Xn−1].

取 n = 1 和 n = 2 我们有

E[X] =
1

λ
,

E[X2] =
2

λ
E[X] =

2

λ2
.

于是

Var(X) =
2

λ2
− (

1

λ
)2 =

1

λ2
.

习题 6.1

令 T 服从参数为 λ 的指数分布. 计算 E[T |T < c].

6.2 无记忆性

定义 6.2

我们称一个连续型随机变量的分布具有 无记忆性，如果对任意 s, t ≥ 0，

P (X ≥ s+ t|X ≥ s) = P (X ≥ t).

利用条件概率的定义，我们来验证指数分布具有无记忆性. 设 X ∼ Expo(λ). 则

P (X ≥ s+ t|X ≥ s) =
P (X ≥ s+ t)

P (X ≥ s)
=

e−λ(s+t)

e−λs
= e−λt = P (X ≥ t).
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定理 6.3

如果取正值的连续型随机变量 X 具有无记忆性，则 X 具有指数分布.

证明. 设 X 是一个取正值的连续型随机变量，具有无记忆性. 设 F 是 X 的累积分布函数，记 G(x) =

1− F (x). 我们要证明：存在 λ > 0 使得 G(x) = e−λx. 注意到由无记忆性，我们有对任意 s, t ≥ 0，

G(s+ t) = G(s)G(t).

由 G 的连续性，我们知存在 a ≥ 0 使得 G(x) = ax. 由 F 是一个分布函数知 0 < a < 1，从而存在 λ > 0，

使得

G(x) = e−λx,

从而 X 服从指数分布.

6.3 指数随机变量的和

定理 6.4

令 X1, X2. · · · 是独立的参数为 λ 的指数随机变量，那么和 Sn = X1 + · · · +Xn 服从 Γ(n, λ) 分

布，也就是说，Sn 有密度函数

gn(s) =
λn

Γ(n)
sn−1e−λs =

λn

(n− 1)!
sn−1e−λs, s ≥ 0.

证明. 对 n 应用归纳法证明. 当 n = 1 时，S1 服从参数为 λ 的分布，其密度函数即为 g1(s).
应用归纳法，假定公式在 n 时成立，注意到 Sn+1 = Sn +Xn+1 且 Sn 与 Xn+1 独立. 所以我们有

Sn+1 的概率密度函数为

fSn+1
(s) =

∫ s

0

fSn
(t)fXn+1

(s− t)dt

=

∫ s

0

λe−λt (λt)
n−1

(n− 1)!
· λe−λ(s−t)dt

= e−λsλn

∫ s

0

tn−1

(n− 1)!
dt = λe−λsλ

nsn

n!
,

即为 gn+1(s).

6.4 一些结论和例子

命题 6.5

设随机过程 T1, T2, · · · 相互独立，Tk ∼ E(λk). 定义W =
∑∞

k=1 Tk，M = mink{Tk}，λ0 =
∑∞

k=1 λk，

则

(1) P (W = ∞) = 1 的充分必要条件是
∑∞

k=1 E[Tk] = ∞；

(2) P (W = ∞) 只能取值 1 或 0；

(3) λ0 < ∞ 时，M ∼ E(λ0)；

(4) λ0 = ∞ 时，M = 0 a.s..
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证明. 如果 P (W = ∞) > 0，利用单调收敛定理我们有

∞∑
k=1

E[Tk] = E[

∞∑
k=1

Tk] = E[W ]

=

∫ ∞

0

P (W > s)ds ≥
∫ ∞

0

P (W = ∞)ds = ∞.

下设
∑∞

k=1 E[Tk] = ∞. 我们有

E[exp(−W )] = E[exp(−
∞∑
k=1

Tk)] =

∞∏
k=1

E[exp(−Tk)]

=

∞∏
k=1

∫ ∞

0

λke
−λks−sds =

∞∏
k=1

λk

1 + λk

=

∞∏
k=1

1

1 + 1/λk
= [

∞∏
k=1

(1 +
1

λk
)]−1.

注意到 E[Tk] = 1/λk，我们有

∞∏
k=1

(1 +
1

λk
) ≥

∞∑
k=1

1

λk
=

∞∑
k=1

E[Tk] = ∞,

所以 E[exp(−W )] = 0. 于是 exp(−W ) = 0 a.s.，即 W = ∞ a.s.. 所以我们证明了 (1). 注意到上述推导
也说明了只要 P (W = ∞) > 0，就有

∑∞
k=1 E[Tk] = ∞，从而 P (W = ∞) = 1. 这就证明了 (2).

下面为我们来证明 (3) 和 (4). 利用概率的连续性，得到

P (M ≥ t) = P (

∞⋂
k=1

{Tk ≥ t}) = lim
n→∞

P (

n⋂
k=1

{Tk ≥ t})

= lim
n→∞

n∏
k=1

P (Tk ≥ t) = lim
n→∞

n∏
k=1

e−λkt = e−λ0t.

由此可知 M 服从参数为 λ0 的指数分布. 当 λ0 = ∞ 时，我们知对任意 t > 0，P (M ≥ t) = e−∞ = 0，所

以 P (M = 0) = 1.

命题 6.6

设随机过程 T1, T2, · · · 相互独立，Tk ∼ E(λk). 我们有

P (Ti = min(T1, · · · , Tn)) =
λi

λ1 + · · ·+ λn
.

证明. 令 S = Ti，U 为所有 j ̸= i 的 Ti 中的最小值. 我们知 U ∼ E((λ1 + · · ·+ λn)− λi). 因此我们有

P (Ti = min(T1, · · · , Tn)) = P (S < U)

=

∫ ∞

0

fS(s)P (U > s)ds

=

∫ ∞

0

λie
−λise−µsds

=
λ

λ+ µ
=

λi

λ1 + · · ·+ λn
.

从而得证.
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命题 6.7

用 i 表示最小的随机变量 Ti 的 (随机) 下标. 则 I 和 V = min{T1, · · · , Tn} 是相互独立的.

证明. 我们有

fV (t|I = i) =
P (I = i|V = t)fV (t)

P (I = i)

=

∏
j ̸=i e

−λjt · λie
−λit

λi

λ1+···+λn

= (λ1 + · · ·+ λn)e
−(λ1+···+λn)t = fV (t).

从而 I 和 V = min{T1, · · · , Tn} 是相互独立的.

例 6.8

用 I = {i|i = 1, 2, · · · } 表示状态 “i” 的集合，每个 i 带有可列个指示灯，其中第 j 个指示灯指向

状态 j. 设等待该指示灯瞬时闪亮的时间 Tij 服从参数为 qij(≥ 0) 的指数分布. 设想一粒子到达状
态 i 后，若指向 j 的指示灯先闪亮，则粒子马上转移到状态 j. 以此类推运行下去.
对于不同的的 (i, j)，假设所有指示灯独立工作. 如果状态 i 指向自己的指示灯永远不亮，即

Tii = ∞，则粒子在状态 i 的停留时间 Ti = minj{Tij} ∼ E(qj)，其中 qi =
∑

j ̸=i qij . 称能用一切
Tii = ∞，qi < ∞描述的系统为保守的. 对于保守系统，若 qi > 0，因为 mink ̸=j{Tik} ∼ E(qi−qij)，

且与 Tij 独立，所以粒子由 i 转向 j 的概率为

kij = P (Tij < min
k ̸=j

{Tik}) =
qij
qi

, j ̸= i.

如果 qi = ∞，则 Ti = 0 a.s.. 这时粒子在 i 停留时间为 0，于是称 i 为瞬时状态. 如果 qi = 0，

则 Ti = ∞ a.s.. 这时粒子在 i 的停留时间为 ∞，于是称 i 为吸引状态. 如果对粒子的每个转移轨
迹 j1 → j2 → · · ·，都有

∑∞
k=1 1/qjk =

∑∞
k=1 E[Tjk ] = ∞，则粒子走完每个轨迹都要用无穷长的

时间，这时称系统是规则的.

6.5 习题

习题 6.2

一艘潜水艇有三个航行设备，但只要其中两个正常工作，潜水艇仍然可以在海上. 假设三个设备损
坏的时间分别服从均值为 1 年，1.5 年和 3 年的指数分布，那么潜水艇可以在海上平均待多长时

间？
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第7讲 计数过程和泊松过程

7.1 计数过程

我们用 N(t) 表示时间段 [0, t] 内某类事件发生的个数，则对每个固定的 t, N(t) 是随机变量. {N(t) :

t ≥ 0} 构成了一个随机过程，我们称之为计数过程. 我们后面将其简记为 {N(t)}.
计数过程满足如下的条件：

(1) 对 t ≥ 0，N(t) 是取非负整数值的随机变量；

(2) 对于 t > s ≥ 0，N(t) ≥ N(s)；

(3) 对于 t > s ≥ 0，N(t)−N(s) 是时间段 (s, t] 中的事件发生数；

(4) {N(t)} 的轨迹是单调不减右连续 (即对任意 t ≥ 0，lims↘t N(s) = N(t)) 的阶梯函数.

(5) {N(t)} 的轨迹具有左极限，即对任意 t > 0，lims↗t N(s) 存在.

对于计数过程 {N(t)}，用 N(s, t] 表示区间 (s, t] 内发生的事件数，则有

N(s, t] = N(t)−N(s), s < t.

如果在互不相交的时间段内发生时间的个数是相互独立的，严格地说是指对任何正整数 n 以及

0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn,

随机变量

N(0), N(0, t1], N(t1, t2], · · · , N(tn−1, tn]

相互独立，那么相应的计数过程 {N(t)} 具有独立增量性.
如果在长度相等的时间段内，事件发生个数的概率分布是相同的，即指对任意 s > 0，t2 > t1 ≥ 0，

随机变量 N(t1, t2] 与 N(t1 + s, t2 + s] 同分布，则计数过程具有平稳增量过程.

7.2 泊松过程

定义 7.1

称满足下面条件的计数过程 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程:

(1) N(0) = 0；

(2) {N(t)} 是独立增量过程；

(3) 对于任意 t, s ≥ 0，N(s, t+ s] 服从参数为 λt 的泊松分布，即

P (N(s, t+ s] = k) =
(λt)k

k!
e−λt, k = 0, 1, · · · , (7.1)

其中的正常数 λ 称为泊松过程 {N(t)} 的 强度或速率.

上述定义中的 (3) 说明泊松过程是平稳增量过程，而且时间段 (s, s + t] 中发生的事件个数服从泊松

分布.
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设 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程，容易计算

E[N(t)] = λt, Var(N(t)) = λt.

于是

λ =
EN(t)

t

是单位时间内事件发生的平均数. λ 越大，单位时间平均发生的事件越多. 这正是称 λ 为泊松过程的强度

的原因.

定义 7.2

我们称函数 f 当 h → 0 时是 o(h) 的，如果

lim
h→0

f(h)

h
= 0.

定义 7.3

设 λ > 0 是常数. 如果计数过程 {N(t)} 满足以下条件，则称它是强度为 λ 的泊松过程：

(1) N(0) = 0；

(2) N(t) 是独立增量过程，有平稳增量性；

(3) 对任意 t ≥ 0，当正数 h → 0 时有{
P (N(h) = 1) = λh+ o(h),

P (N(h) ≥ 2) = o(h).

有上面定义中的 (3) 可以得出：

P (N(h) = 0) = 1− P (N(h) ≥ 1) = 1− P (N(h) = 1)− P (N(h) ≥ 2) = 1− λh+ o(h).

定理 7.4

定义 7.1 和定义 7.3 等价.

证明. 首先我们由定义 7.3 推导定义 7.1. 设 {N(t)} 满足定义 7.3，只需证明 (7.1) 成立.
对确定的正数 t，将区间 (0, t] 进行 n 等分，每段长为 t/n，等分点是

tj =
jt

n
, j = 0, 1, · · · , n.

用 Yj = N(tj−1, tj ] 表示第 j 个区间 (tj−1, tj ] 中的事件数，则 Y1, Y2, · · · , Yn 独立同分布，并且

P (Yj ≥ 2) = o(tj − tj−1) = o(t/n),

pn ≡ P (Yj = 1) = λt/n+ o(t/n),

qn ≡ P (Yj = 0) = 1− P (Yj ≥ 1) = 1− λt/n+ o(t/n).

对非负整数 k，引入事件

An = {有 k 个 Yj = 1, 其余的 Yj = 0; 1 ≤ j ≤ n},
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Bn = {
n∑

j=1

Yj = k, 至少有一个 Yj ≥ 2},

则有 Bn ⊂
⋃n

j=1{Yj ≥ 2}, An ∩Bn = ∅. 当 n → ∞ 时，

P (Bn) ≤ P (

n⋃
j=1

{Yj ≥ 2}) ≤ nP (Yj ≥ 2) = no(t/n) → 0.

npn = n(λt/n+ o(t/n)) → λt, qn → 1,

qnn = (1− λt/n+ o(t/n))n = (1− λt

n
+ o(t/n))n = (1− λt

n
)n(1 +

o(t/n)

1− λt/n
)n → e−λt,

所以利用 {N(0, t] = k} = {
∑n

j=1 Yj = k} = An ∪Bn 我们有

P (N(s, s+ t] = k) = P (N(0, t] = k)

= P (An ∪Bn) = lim
n→∞

[P (An) + P (Bn)]

= lim
n→∞

P (An) = lim
n→∞

Ck
np

k
nq

n−k
n

= lim
n→∞

1

k!
[n(n− 1) · · · (n− k + 1)pkn]q

n−k
n

=
(λt)k

k!
e−λt.

接下来我们由定义 7.1 推导定义 7.3. 应用 Taylor 公式我们有

P (N(h) = 1) = λhe−λh = λh(1− λh+ o(h))

= λh+O(h),

以及

P (N(h) ≥ 2) = 1− P (N(h) = 0)− P (N(h) = 1)

= 1− e−λh − λhe−λh

= 1− [1− λh+ o(h)]− [λh+ o(h)]

= o(h).

注记 7.5

我们也可以利用建立微分方程的方法来由定义 7.3 推导定义 7.1. 记 Pn(t) = P (N(t) = n), n =

0, 1, 2, · · ·，P (h) = P (N(h) ≥ 1) = P1(h) + P2(h) + · · · = 1− P0(h)，则

P0(t+ h) = P (N(t+ h) = 0)

= P (N(t+ h)−N(t) = 0, N(t) = 0)

= P (N(t) = 0)P (N(t+ h)−N(t) = 0)

= P0(t)P0(h)

= P0(t)(1− λh+ o(h)).

因此
P0(t+ h)− P0(t)

h
= −λP0(t) +

o(h)

h
.

令 h → 0，我们有 P ′
0(t) = −λP0(t). 解此微分方程，我们有 P0(t) = Ke−λt，其中 K 为常数. 由
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P0(0) = P (N(0) = 0) = 1 我们有 K = 1，所以

P0(t) = e−λt.

类似地，当 n ≥ 1 时，有

Pn(t+ h) = P (N(t+ h) = n)

= P (N(t) = n,N(t+ h)−N(t) = 0) + P (N(t) = n− 1, N(t+ h)−N(t) = 1)

+ P (N(t+ h) = n,N(t+ h)−N(t) ≥ 2)

= Pn(t)P0(h) + Pn−1(t)P1(h) + o(h)

= (1− λh)Pn(t) + λhPn−1(t) + o(h),

于是
Pn(t+ h)− Pn(t)

h
= −λPn(t) + λPn−1(t) +

o(h)

h
.

令 h → 0，我们有

P ′
n(t) = −λPn(t) + λPn−1(t).

于是 eλt[P ′
n(t) + λPn(t)] = λeλtPn−1(t)，即

d

dt
[eλtPn(t)] = λeλtPn−1(t).

下面应用数学归纳法来证明 Pn(t) = e−λt (λt)
n

n! .
当 n = 1 时， d

dt [e
λtP1(t)] = λeλtP0(t) = λeλte−λt = λ，且有 P1(0) = 0，求解微分方程可得

P1(t) = λte−λt.
进一步，假设 Pn−1(t) = e−λt (λt)

n−1

(n−1)! 成立，则有

d

dt
[eλtPn(t)] = λeλtPn−1(t) = λeλt · e−λt (λt)

n−1

(n− 1)!
=

λntn−1

(n− 1)!
, 且 Pn(0) = 0.

求解微分方程可得 Pn(t) = e−λt (λt)
n

n! .
由条件 (2) 我们知该计数过程具有平稳独立增量，故对一切 s ≥ 0 以及 t > 0，均有

P (N(t+ s)−N(s) = n) = P (N(t) = n) = Pn(t) = e−λt (λt)
n

n!
.

7.3 习题

习题 7.1

设 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程，0 ≤ s < t. 验证在条件 N(t) = n 下，N(s) 服从二项分布

B(n, s/t).

习题 7.2

设 N(t) 是一个强度 λ 的泊松过程. 求 P (N(t) 是奇数) 和 P (N(t) 是偶数).
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第8讲 泊松呼叫流 I
设 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程. 定义 S0 = 0. 用 Sn 表示第 n 个事件发生的时刻，简称为第 n 个

到达时或第 n 个呼叫时. 由于呼叫时 S1, S2, · · · 依次到达，所以又称 {Sj} 是泊松过程 {N(t)} 的呼叫流.
设 {Sj} 是泊松过程 {N(t)} 的呼叫流. 我们不难看出 {N(t) ≥ n} 和 {Sn ≤ t} 都表示 [0, t] 内至少

有 n 个呼叫，{N(t) = n} 和 {Sn ≤ t < Sn+1} 都表示 [0, t] 内恰有 n 个呼叫. 于是

{N(t) ≥ n} = {Sn ≤ t}, (8.1)

{N(t) = n} = {Sn ≤ t < Sn+1}.

例 8.1

设 {Sj} 是泊松过程 {N(t)} 的呼叫流. 对于 s1 < s2 < · · · 以及 i = 1, 2, · · ·，定义

Ai = {N(si−1, si] = 0},

Bi = {N(si−1, si] = 2},

则 A1, B2, A3, B4, · · · 相互独立，并且我们有

{S1 > s1} = {N(s0, s1] = 0} = A1,

{S1 > s1, S2 ≤ s2} = A1{N(s1, s2] ≥ 2} = A1B2,

{S1 > s1, S2 ≤ s2, S3 > s3} = A1B2{N(s2, s3] = 0} = A1B2A3,

· · · · · · · · · · · ·

{S1 > s1, S2 ≤ s2, · · · , S2k−1 > s2k−1} = A1B2 · · ·B2k−2A2k−1,

以及

P (Ai) = exp(−λ(si − si−1)),

P (Bi) =
λ2(si − si−1)

2

2
exp(−λ(si − si−1)).

8.1 呼叫流的概率分布

先计算 Sn 的密度函数. 首先由 (8.1) 我们可以得到 Sn 的分布函数

Fn(t) = P (Sn ≤ t) = P (N(t) ≥ n)

= 1− P (N(t) < n) = 1−
n−1∑
k=0

(λt)k

k!
e−λt.

函数 Fn(t) 连续，在 (0,∞) 中可导，求导数得到 Sn 的密度函数

fn(t) = F ′
n(t) =

n−1∑
k=0

(λt)k

k!
λe−λt −

n−1∑
k=1

(λt)k−1

(k − 1)!
λe−λt

=
(λt)n−1

(n− 1)!
λe−λt =

λn

Γ(n)
tn−1e−λt, t ≥ 0.

于是 Sn ∼ Γ(n, λ) 服从参数为 n, λ 的 Gamma 分布.
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命题 8.2

对于强度为 λ 的泊松过程 {N(t)} 及其呼叫流 {Sn}，有

∞∑
n=1

P (Sn ≤ t) = λt, t ∈ [0,∞).

习题 8.1

证明上述命题.

推论 8.3

对于强度为 λ 的泊松过程 {N(t)}，我们有 P (N(t) = ∞) = 0 对任意 t 成立.

为了得到 (S1, S2, · · · , Sn) 的联合密度，先做一些准备. 设 F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y)，G(x, y) =

P (X > x, Y ≤ y)，则由

G(x, y) = P (Y ≤ y)− F (x, y)

我们知在混合偏导数存在的地方有

∂2G(x, y)

∂y∂x
=

∂2

∂y∂x
[P (Y ≤ y)− F (x, y)] = −∂2F (x, y)

∂y∂x
.

一般地，我们有如下引理.

引理 8.4

设 F (x1, x2, · · · , xn) 是 X = (X1, X2, · · · , Xn) 的联合分布函数，

Gk(x1, x2, · · · , xn) = P (X1 > x1, X2 ≤ x2, · · · , X2k−1 > x2k−1, Xj ≤ xj , 2k ≤ j ≤ n).

则在 Gk 存在 n 阶连续混合偏导数的区域内，F 存在 n 阶连续混合偏导数，并且

∂nF (x1, x2, · · · , xn)

∂xn∂xn−1 · · · ∂x1
= (−1)k

∂nGk(x1, x2, · · · , xn)

∂xn∂xn−1 · · · ∂x1
.

证明. 对 k 作归纳法. 容易验证当 k = 1 时结论成立. 设上式对于 k 成立，由

{X2k+1 > x2k+1} = {X2k+1 > −∞} − {X2k+1 ≤ x2k+1}

我们有

Gk+1(x1, x2, · · · , xn)

=P (X1 > x1, X2 ≤ x2, · · · , X2k+1 > x2k+1, Xj ≤ xj , 2k + 2 ≤ j ≤ n)

=P (X1 > x1, X2 ≤ x2, · · · , X2k+1 > −∞, Xj ≤ xj , 2k + 2 ≤ j ≤ n)−Gk(x1, x2, · · · , xn).

上式两边先对 x2k+1 求偏导数，然后对其它的 xj 求偏导数，交换求导数的次序后得到所求等式对 k + 1

成立.
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下面讨论 (s1, s2, · · · , sn) 的联合分布. 设 0 < s1 < s2 · · · < sn，我们将利用例 8.1 的符号和结论. 对
n = 2k − 1，

G(s1, s2, · · · , sn)

=P (S1 > s1, S2 ≤ s2, S3 > s3, · · · , Sn−1 ≤ sn−1, Sn > sn)

=P (A1B2 · · ·Bn−1An)

=P (A1)P (B2) · · ·P (Bn−1)P (An)

=e−λs1
(λ(s2 − s1))

2

2
e−λ(s2−s1)e−λ(s3−s2) · . . . · (λ(sn−1 − sn−2))

2

2
e−λ(sn−1−sn−2)e−λ(sn−sn−1)

G(s1, s2, · · · , sn) 在开区域 D = {(s1, s2, · · · , sn)|0 < s1 < s2 < · · · < sn} 中连续，并有连续的 n 阶混合

偏导数

g(s1, s2, · · · , sn) = (−1)k
∂nG(s1, s2, · · · , sn)
∂sn∂sn−1 · · · ∂s1

= λne−λsn , (s1, s2, · · · , sn) ∈ D.

由于 P ((S1, S2, · · · , Sn) ∈ D) = 1，所以由引理 8.4和定理 1.8我们知 g(s1, s2, · · · , sn)是 (S1, S2, · · · , Sn)

的联合密度. 对于 n = 2k 可以通过相同的推导得到相应的结果.

定理 8.5

设 {Sj} 是强度为 λ 的泊松过程的呼叫流，则对 n ≥ 1，

(1) (S1, S2, · · · , Sn) 有联合密度

g(s1, s2, · · · , sn) = λne−λs, 0 < s1 < s2 < · · · < sn;

(2) Sn 服从 Γ(n, λ) 分布，有密度函数

gn(s) =
λn

Γ(n)
sn−1e−λs, s ≥ 0.

8.2 等待间隔 Xn 的分布

设 {Sn} 是泊松过程 {N(t)} 的呼叫流，我们记

Xn = Sn − Sn−1, n = 1, 2, · · · ,

则 Xn 是 n− 1 个事件发生后，等待第 n 个事件发生的等待间隔，称为第 n 个 等待间隔.

定理 8.6

泊松过程 {N(t)} 的等待间隔 X1, X2, · · · 是来自指数总体 E(λ) 的相互独立的随机变量.

证明. 由于 (S1, S2, · · · , Sn) 是连续型随机向量，所以 Xj = Sj − Sj−1 是连续型随机变量，满足 P (Xj >

0) = 1. 引入
X = (X1, X2, · · · , Xn), x = (x1, x2, · · · , xn),

S = (S1, S2, · · · , Sn), s = (s1, s2, · · · , sn),
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D = {x|xj > 0, 1 ≤ j ≤ n},

我们有 P (X ∈ D) = 1. 对于 x ∈ D 以及 sj = x1 + x2 + · · ·+ xj , 1 ≤ j ≤ n, 有

(a) {X = x} = {S = s};

(b) s = s(x) 是 D 到值域 An = {s|0 < s1 < · · · < sn} 的可逆映射，偏导数连续并满足

| ∂s
∂x

| = 1, x ∈ D,

根据引理 1.11 得到 X 的联合密度

f(x) = g(s) = λne−λsn = λne−λ(x1+x2+···+xn)

=

n∏
j=1

λe−λxi =

n∏
j=1

fj(xj), x ∈ D,

其中 fj(xj) = λe−λxj (xj > 0) 是 Xj 的边缘密度. 再由定理 1.9 我们知它们相互独立.

8.3 习题
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第9讲 泊松呼叫流 II
9.1 到达时刻的条件分布

对于 n = 1, 2, · · ·，引入

sn = (s1, s2, · · · , sn), An = {sn|0 < s1 < s2 < · · · < sn < t}.

定理 9.1

在条件 N(t) = n(> 0) 下，Sn = (S1, S2, · · · , Sn) 有联合密度

hn(sn) =
n!

tn
, sn ∈ An.

证明. 由定理 8.5 知道 Sn+1 = �S1, S2, · · · , Sn+1) 有联合密度函数

gn+1(sn+1) = λn+1e−λsn+1 , 0 < s1 < s2 < · · · < sn+1.

对于 sn ∈ An，我们得到条件分布函数

Hn(sn) = P (Sj ≤ sj , 1 ≤ j ≤ n|N(t) = n)

=
1

P (N(t) = n)
P (Sj ≤ sj , 1 ≤ j ≤ n;N(t) = n)

=
1

P (N(t) = n)
P (Sj ≤ sj , 1 ≤ j ≤ n;Sn ≤ t, Sn+1 > t)

=
n!

(λt)n
eλtP (Sj ≤ sj , 1 ≤ j ≤ n;Sn+1 > t)

=
n!

(λt)n
eλt
∫ s1

0

∫ s2

0

· · ·
∫ sn

0

∫ ∞

t

gn+1(t1, t2. · · · , tn+1)dtn+1dtn · · · dt1.

Hn(sn) 在 An 上有连续的 n 阶混合偏导数. 由 P (Sn ∈ An|N(t) = n) = 1 以及定理 1.8 知道对 Hn(sn)

依次求偏导得到 Sn = (S1, · · · , Sn) 的条件联合密度

hn(sn) =
∂nHn(sn)

∂sn · · · ∂s2∂s1

=
n!

(λt)n
eλt
∫ s1

0

∫ s2

0

· · ·
∫ sn

0

∫ ∞

t

gn+1(t1, t2. · · · , tn+1)dtn+1

=
n!

(λt)n
eλt
∫ ∞

t

λn+1e−λtn+1dtn+1

=
n!

tn
eλt
∫ ∞

t

λe−λtdt

=
n!

tn
, 0 < s1 < s2 < · · · < sn < t.

从而得证.

现设 U 在 [0, t] 上均匀分布，U1, U2, · · · , Un 是来自总体 U 的随机变量，则他们的从小到大次序统

计量 (U(1), U(2), · · · , U(n)) 有联合密度

hn(u1, u2, · · · , un) =
n!

tn
, 0 < u1 < u2 < · · · < un < t.

所以已知 [0, t]内有 n个事件发生的条件下，以 V1, V2, · · · , Vn表示这 n个时间的发生时刻时，V1, V2, · · · , Vn

的次序统计量 (S1, S2, · · · , Sn) 与 (U(1), U(2), · · · , U(n)) 同分布.
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习题 9.1

设 t > τ，n ≥ 1.

(1) 对于强度为 λ 的泊松过程，求 P (N(t) = n|S1 = τ).

(2) 利用 (1) 中结论，求 fS1(τ |N(t) = n) 以及 P (S1 > τ |N(t) = n).

(3) 利用定理 9.1 的结论计算 fS1
(τ |N(t) = n) 以及 P (S1 > τ |N(t) = n)，并和 (2) 中的结果对

比.

设 X,Y 是随机变量，A 是随机事件. 如果在 A 发生的条件下，X 的条件分布与 Y 的分布相同，

即 P (X ≤ x|A) = P (Y ≤ x)，x ∈ R，则称 Z|A 和 Y 同分布. 所以 (S1, · · · , Sn)|N(t) = n 和

(U(1), U(2), · · · , U(n)) 同分布.

推论 9.2

设 U ∼ U [0, t]，U1, U2, · · · , Un 是来自总体 U 的随机变量，h(s) 是实值 (可测) 函数，则

(1)
∑n

i=1 Si|N(t) = n 和
∑n

i=1 Ui 同分布；

(2)
∑n

i=1 h(Si)|N(t) = n 和
∑n

i=1 h(Ui) 同分布；

(3) 当 Eh(U) 存在时，E(
∑n

i=1 h(Si)|N(t) = n) = nEh(U).

证明. (1) 因为 (S1, S2, · · · , Sn)|N(t) = n 和 (U(1), U(2), · · · , U(n)) 同分布，所以
∑n

i=1 Si|N(t) = n 和∑n
i=1 Ui 同分布；

(2) 同理得
∑n

i=1 h(Si)|N(t) = n 和
∑n

i=1 h(Ui) =
∑n

i=1 h(U(i)) 同分布；

(3) 同分布的随机变量有相同的数学期望，所以有

E(

n∑
i=1

h(Si)|N(t) = n) =

n∑
i=1

E[h(Ui)] = nEh(U).

习题 9.2

在上述推论的条件下，当 E[h(U)] 存在时，证明

E[

N(t)∑
i=1

h(Si)] = λtE[h(U)].

9.2 简单呼叫流

如果 {Yj} 是来自指数总体 E(λ) 的随机变量，就称

ξn = Y1 + Y2 + · · ·+ Yn, n = 1, 2, · · ·

是简单呼叫流. 定理 8.6 说明泊松过程的呼叫流 {Sn} 是简单呼叫流. 简单呼叫流又称为泊松流.
设 {ξn}是简单呼叫流，认为每个呼叫时刻 ξn 有一个事件 (呼叫)发生，相应的计数过程记做 {M(t)}.

下面说明 {M(t)} 是强度为 λ 的泊松过程. 由于 M(t) = m 的充分必要条件是恰有 m 个 {ξj ≤ t} 发生，
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于是可以用简单呼叫流 {ξn} 将计数过程 {M(t)} 表达出来：

M(t) =

∞∑
j=1

I[ξj ≤ t], t ∈ [0,∞).

这里 I[A] 是事件 A 的示性函数.
对于强度为 λ 的泊松过程 {N(t)} 及其呼叫流 {Sn}，也有

N(t) =

∞∑
j=1

I[Sj ≤ t], t ∈ [0,∞).

由 {ξn} 和 {Sn} 同分布知道对 n ≥ 1 和 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn,

(M(t1),M(t2), · · · ,M(tn)) 与 (N(t1), N(t2), · · · , N(tn))

同分布. 从而我们知 {M(t)} 也是强度为 λ 的泊松过程.

注记 9.3

所以，我们有如下给出泊松过程的第三种定义：泊松过程是简单呼叫流所对应的计数过程.

例 9.4

汽车按照强度为 λ 的泊松流通过广场，第 i 辆汽车通过时造成的空气污染为 Di. 污染随着时间减
弱，经过时间 s 减弱为 Die

−as，其中正常数 a 称为扩散常数. 假设 D1, D2, · · · 是来自总体 D 的

随机变量，且与泊松流独立. 计算 [0, t] 内通过的汽车在 t 时造成的平均污染 (即造成的污染的期
望值).

解. 用 {N(t)} 表示所述的泊松过程，用 Si 表示第 i 辆汽车的通过时间. [0, t] 内通过了 N(t) 辆汽

车，造成 t 时的污染是

D(t) =

N(t)∑
i=1

Die
−a(t−Si).

注意由假设 Di 与 N(t), Si 独立. 利用推论 9.2 的结论得到

E(D(t)|N(t) = n) =

n∑
i=1

E(Die
−a(t−Si)|N(t) = n)

=

n∑
i=1

E(Die
−at)E(aaSi |N(t) = n)

= E(De−at)E(

n∑
i=1

aaSi |N(t) = n)

= E(De−at)E

n∑
i=1

eaUi

= EDe−at n

at
(eat − 1)

=
nED

at
(1− e−at).

于是

E(D(t)|N(t)) =
N(t)ED

at
(1− e−at).
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最后得到

E(D(t)) =
E(N(t))E(D)

at
(1− e−at) =

λE(D)

a
(1− e−λt).

容易看出，E[D(t)] 和强度 λ 以及单辆汽车的平均污染 E[D] 成正比. 因为 D(t) 关于 a 递减，

所以 E[D(t)] 也是 a 的减函数. 扩散常数越大，平均污染 E[D(t)] 越小. 当时间 t 充分大后，空气

污染就稳定在 λE[D]/a 附近.

9.3 习题

习题 9.3

乘客按照每分钟 2 人的泊松流到达车站候车，公交车每 5 分钟到达一辆. 用 W 表示时间 (0, 5] 内

到达的乘客的候车时间之和. 当 t = 0 时有车到达，计算 E[W ].

习题 9.4

单行道上汽车按泊松流 {Sj} 驶过，单位是秒. 如果行人横穿该公路需要 a 秒钟，计算在 t = 0 时

到达的行人平均等待多少时间才能横穿公路.

习题 9.5

对于简单呼叫流 {Sj}，在条件 Sn = t 下，计算

(S1, S2, · · · , Sn−1)

的联合密度.
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第10讲 年龄和剩余寿命

10.1 年龄和剩余寿命

引理 10.1

对于强度为 λ 的泊松过程 {N(t)}，用 N(t−) 表示区间 [0, t) 内发生的事件数，则

(1) N(t)−N(t−) = 0 a.s.；

(2) N [s, t] = N(t)−N(s−) 是闭区间 [s, t] 内发生的事件数；

(3) N [s, t] = N(s, t] a.s..

习题 10.1

证明上面引理.

一个使用寿命服从指数分布 E(λ)的部件一旦失效后马上被换上同型号的备用部件继续工作. 用 N(t)

表示 (0, t] 中更换的部件数，则 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程. 通常称更换部件的时刻为呼叫时刻. 用
{Sn} 表示相应的泊松流.

当 N(t) = n 时，Sn 是时间 t 之前最后一次呼叫时刻，Sn+1 是时间 t 之后第一次呼叫时刻. 于是我
们知道，SN(t) 是时间 t 前的最后一次呼叫时刻，SN(t)+1 是时间 t 之后的第一个呼叫时刻. 于是

SN(t) ≤ t < SN(t)+1.

定义

A(t) = t− SN(t), R(t) = SN(t)+1 − t.

A(t) 是 t 时服役的部件的使用年龄，R(t) 是 t 时服役的部件的剩余寿命. 以后将 A(t) 简称为 年龄，将

R(t) 简称为 剩余寿命.

定理 10.2

在上面的定义下，有如下的结果：

(1) R(t) ∼ E(λ);

(2) P (A(t) ≤ u) =

{
1− e−λu, u ∈ [0, t),

1, u ≥ t;

(3) A(t) 与 R(t) 独立.

证明. (1) 对 v ≥ 0 有 {R(t) > v} = {N(t, t+ v] = 0}. 于是 P (R(t) > v) = e−λv，即 R(t) ∼ E(λ).

(2) 由于 A(t) ≤ t，所以对 u ≥ t，P (A(t) ≤ u) = 1. 对于 u < t，由 {A(t) > u} = {N [t− u, t] = 0} 和
引理 10.1 (1)，我们有

P (A(t) > u) = P (N(t− u, t] = 0) = P (N [t− u, t] = 0) = e−λu,

于是 (2) 成立.
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(3) 对于 u, v ≥ 0，从 N [t− u, t] 和 N(t, t+ v]) 独立得到 A(t) 和 R(t) 独立.

定理 10.2 (1) 说明时间 t 时服役的部件剩余寿命 R(t) 也服从指数分布 E(λ). 该性质是由指数分布的
无记忆性所决定的.
利用上面结论和关系式

A(t) = t− SN(t), R(t) = SN(t)+1 − t.

我们有

推论 10.3

SN(t) 和 SN(t)+1 的分布函数分别为

P (SN(t) ≤ s) =

{
e−λ(t−s) 0 ≤ s ≤ t,

1, s > t,

P (SN(t)+1 ≤ s) =

{
1− e−λ(s−t) 0 ≤ s > t,

0, s ≤ t.

习题 10.2

证明上述推论.

推论 10.4

对 t > 0，我们有 P (A(t) > 0) = 1.

证明. 我们有

P (A(t) > 0) = 1− P (A(t) = 0)

= 1− P (N(t)−N(t−) = 1)

= 1.

从而得证.

指数分布的数学期望是 λ−1. 如果用 X(t) 表示时刻 t 时服役的部件的使用寿命，则有

X(t) = A(t) +R(t), E[X(t)] = E[A(t)] + E[R(t)] > λ−t.

于是，t 时刻服役的部件的平均寿命比同型号的备用部件的平均使用寿命 E[X1] = λ−1 要长.
注意 A(t) 的分布函数在 t 处有一个跳跃高度 e−λt，用定理 10.2 (2) 得到，当 t → ∞ 时，

E[A(t)] =

∫ ∞

0

udP (A(t) ≤ u)

=

∫ t

0

λue−λudu+ te−λt

→
∫ ∞

0

λue−λudu =
1

λ
,

所以有

lim
t→∞

E[X(t)] = lim
t→∞

(E[A(t)] + E[R(t)]) = 2λ−1 = 2E[X1].
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上式说明了，如果泊松过程在无穷远之前就开始了，则 t 时服役的部件的平均使用寿命是同型号备用部

件的平均寿命的两倍.

注记 10.5

发生上述现象并不足为怪. 因为实际使用寿命长的部件在 t 时被遇到的概率比实际寿命短的部件

被遇到的概率要大.

例 10.6

北京前门的公交车站，每 6 分钟发出一辆开往颐和园的公交车. 由于随机因素的干扰，汽车到达
圆明园站时，两车之间的间隔时间成为独立同分布，服从指数分布的随机变量. 设某乘客等可能地
到达车站候车，计算

(1) 他在前门候车时的平均候车时间；

(2) 他在圆明园站候车时的平均候车时间.

解. (1) 用 T 表示甲到达前门站的时间. 对于任意长度为 6 分钟的发车间隔 (0, 6]，已知 T ∈ (0, 6] 时，

T 在 (0, 6] 中均匀分布. 所以平均候车时间是 3 分钟.

(2) 根据题意，公交车按照强度为 λ 的泊松过程 {N(t)} 到达圆明园站. 由于这路公交车都要经过圆明
园站，所以平均每 6 分钟停靠一辆，即有 E[N(6)] = 6λ = 1. 于是 λ = 1/6. 按照剩余寿命的定义，
在 t 时到达的乘客的候车时间为 R(t). 由 R(t) ∼ E(λ) 知道平均候车时间为 E[R(t)] = 6(分钟).

注记 10.7

上例的结果告诉我们，市内公交车的始发站和终点站距离太远时，会延长乘客的平均候车时间和

降低公交车的平均利用率.

10.2 补充

本节的最后，我们介绍一些后面需要用到的结果.
设 {N(t)} 是计数过程，则对每个 t，N(t) 是随机向量，以后把 {N(t)} 中的任何有限个随机变量构

成的向量 X 称为 {N(t)} 的随机向量.

定义 10.8

设 {N1(t)} 和 {N2(t)} 是两个计数过程. 如果 {N1(t)} 的任何随机向量 X1 和 {N2(t)} 的任何随
机向量 X2 独立，则称这两个计数过程相互独立.

容易理解，m 个计数过程相互独立是指在各计数过程中任取一个随机向量，得到的 m 个随机向量是

相互独立的.

命题 10.9

设 {N1(t)} 和 {N2(t)} 是两个计数过程. 如果对于任意 n ≥ 1 和 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn，随机向量

{N1(t1), N1(t2), · · · , N1(tn)} 和 {N2(t1), N2(t2), · · · , N2(tn)}
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独立，则这两个计数过程相互独立.

习题 10.3

证明上述命题.
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第11讲 泊松过程的汇合与分流

11.1 泊松过程的汇合

定理 11.1

设 {N1(t)} 和 {N2(t)} 是相互独立的、强度分别为 λ1 和 λ2 的泊松过程，则

N(t) = N1(t) +N2(t), t ≥ 0

是强度为 λ = λ1 + λ2 的泊松过程.

证明. 只需验证定义 7.3 的 (1)，(2) 和 (3). 因为 {N1(t)} 和 {N2(t)} 满足定义 7.1 的 (a)，(b) 和 (c)，所
以有

N(0) = N1(0) +N2(0) = 0 + 0 = 0.

于是 (1) 成立. 对于任何正整数 n 以及 0 = t0 < t1 < · · · < tn，由 {N1(t)} 和 {N2(t)} 的独立增量性以
及 {N1(t)} 和 {N2(t)} 是相互独立的我们知

N1(tj−1, tj ], N2(tj−1, tj ], j = 1, 2, · · · , n

相互独立. 于是
N(tj−1, tj ] = N1(tj−1, tj ] +N2(tj−1, tj ], j = 1, 2, · · · , n

相互独立，所以 {N(t)} 是独立增量过程.
又因为 N1(t1, t2]和 N1(t1+s, t2+s]同分布，N2(t1, t2]和 N2(t1+s, t2+s]同分布，所以 N(t1, t2] =

N1(t1, t2] +N2(t1, t2] 与

N(t1 + s, t2 + s] = N1(t1 + s, t2 + s] +N2(t1 + s, t2 + s]

同分布. 所以 {N(t)} 是平稳增量过程. 于是 (2) 成立.
下面验证普通性：设 λ = λ1 + λ2. 我们有当 h → 0 时，

P (N(h) = 1) = P (N1(h) = 1, N2(h) = 0) + P (N1(h) = 0, N2(h) = 1)

= P (N1(h) = 1)P (N2(h) = 0) + P (N1(h) = 0)P (N2(h) = 1)

= (λ1h+ o(h))(1− λ1h+ o(h)) + (λ2h+ o(h))(1− λ2h+ o(h))

= (λ1 + λ2)h+ o(h) = λh+ o(h).

P (N(h) = 0) = P (N1(h) = 0, N2(h) = 0)

= (1− λ1h+ o(h))(1− λ2h+ o(h))

= 1− (λ1 + λ2)h+ o(h) = 1− λh+ o(h).

于是得到

P (N(h) ≥ 2) = 1− P (N(h) = 0)− P (N(h) = 1)

= 1− [1− λh+ o(h)]− [λh+ o(h)] = o(h).

于是 (3) 成立.
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习题 11.1

应用定义 7.1 验证 N(t) 是强度为 λ = λ1 + λ2 的泊松过程.

应用归纳法我们知

推论 11.2

设 {Nj(t)}(j = 1, 2, · · · ,m) 是相互独立的，强度分别为 λj 的泊松过程，则

N(t) = N1(t) +N2(t) + · · ·+Nm(t), t ≥ 0

是强度为 λ = λ1 + λ2 + · · ·+ λm 的泊松过程.

上面推论所描述的性质称为泊松过程的可加性.

11.2 泊松过程的分流

设旅客按照强度为 λ 的泊松过程到达长途汽车站，每次到达的旅客乘 A 线的概率是 p，乘 B 线的概
率为 q = 1 − p，且与到达时间独立，也与其他的到达行为独立. 用 N1(t) 表示时间 [0, t] 内乘 A 线的旅
客到达次数，用 N2(t) 表示时间 [0, t] 内乘 B 线的旅客到达次数. 因为旅客选择 A 线还是 B 线仅由他自
己决定，与其他旅客的行为无关. 所以前往 A 线的旅客流与前往 B 线的旅客流是独立的，也就是说计数
过程 {N1(t)} 和 {N2(t)} 应当是相互独立的. 用 λ1 和 λ2 分别表示他们的强度，于是 λ = λ1 + λ2.

引入独立同分布的随机变量

Yj =

{
1, 当第 j 次到达乘 A 线,

0, 当第 j 次到达乘 B 线,
(11.1)

则有

P (Yj = 1) = p, P (Yj = 0) = q, j = 1, 2, ·.

如果已知在时刻 [0, t] 内有 N(t) = n 次到达，则 [0, t] 内有
∑n

j=1 Yj 次到达是乘 A 线的. 当在时刻 [0, t]

内有 N(t) 次到达，则有

N1(t) =

N(t)∑
j=1

Yj (11.2)

次到达是乘 A 线的. 同理有

N2(t) =

N(t)∑
j=1

(1− Yj) (11.3)

次到达是乘 B 线的.
这里和以后对 a < b，我们总是规定

∑a
j=b(·) = 0. 对于 k < 0 或 k > n，总规定 Ck

n = 0.

定理 11.3

设 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程，{Yj} 是独立同分布的随机序列，服从两点分布 (11.1). 计数
过程 {N1(t)} 和 {N2(t)} 分别由 (11.2) 和 (11.3) 定义. 如果 {Yj} 与 {N(t)} 独立，则 {N1(t)} 与
{N2(t)} 相互独立，分别是强度为 λ1 = λp 和 λ2 = λq 的泊松过程.

在上面定理中，{N1(t)} 和 {N2(t)} 被称为 N(t) 的 分流过程.
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定理 11.4

设旅客按强度为 λ 的泊松过程到达某长途汽车站，每次到达的旅客以概率 pi 前往 Ai 线，且前往

哪个路线与到达时间独立，也与其他的到达行为独立. 用 Ni(t) 表示 [0, t] 内前往 Ai 线的到达次

数时，{Ni(t)} 是强度 λi = piλ 的泊松过程. 当 p1 + p2 + · · ·+ pn = 1 时，这 n 个泊松过程是相

互独立的.

上述性质称为泊松过程的可分解性.

例 11.5

从时刻 t = 0 开始，客户按强度为 λ 的泊松流点击一个网站. 每个客户点击后的浏览时间是相互
独立的，有共同的分布函数 G(t). 用 N1(t) 表示 t 时刻已经离线的客户数，用 N2(t) 表示 t 时在

线的客户数，则 N1(t) 和 N2(t) 是两个相互独立的泊松随机变量，分别有数学期望

E[N1(t)] = λ

∫ t

0

G(s)ds, E[N2(t)] = λ

∫ t

0

G(s)ds,

其中 G(s) = 1−G(s).

证明. 对于一个客户来讲，用 S 表示他进入网站的时间，用 A 表示他 t 时已经离线，用 Y 表示他的在线

时间. 对于 s ≤ t，有

P (A|S = s) = P (Y ≤ t− s) = G(t− s).

因为在 S ≤ t 条件下，S 在 [0, t] 内均匀分布，且 Pt(A) ≡ P (A|S ≤ t) 是概率，所以

p = Pt(A) =

∫ t

0

Pt(A|S = s)dPt(S ≤ s) =

∫ t

0

P (A|S ≤ t, S = s)dP (S ≤ s|S ≤ t)

=
1

t

∫ t

0

P (A|S = s)ds =
1

t

∫ t

0

G(t− s)ds =
1

t

∫ t

0

G(s)ds,

q = P (Ac|S ≤ t) = 1− p =
1

t

∫ t

0

Ḡ(s)ds.

每个在时刻 [0, t] 内进入网站的人在 t 时离线的概率是 p，在线的概率是 q，与其他客户的行为独立. 用
{N(t)} 表示所述的泊松过程，利用二项分布得到

P (N1(t) = k,N2(t) = j|N(t) = k + j) = Ck
k+jp

kqj .

于是得到

P (N1(t), N2(t) = j) = P (N(t) = k + j)P (N1(t) = k,N2(t) = j|N(t) = k + j)

= P (N(t) = k + j)Ck
k+jp

kqj

=
(λtp)k

k!
e−λtp (λtq)

j

j!
e−λtq.

分别对 j, k 求和，就得到边缘分布

P (N1(t) = k) =
(λtp)k

k!
e−λtp, P (N2(t) = j) =

(λtq)j

j!
e−λtq.

这说明 N1(t), N2(t) 是相互独立的泊松随机变量，分别有数学期望 λtp 和 λtq，即有

E[N1(t)] = λtp = λ

∫ t

0

G(s)ds, E[N2(t)] = λtq = λ

∫ t

0

G(s)ds.
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从而得证.

用 bG = inf{s|G(s) = 1} 表示 G(t) 的右端点，用 µG 表示 G(t) 的数学期望. 当 t ≥ bG 时，

E[N2(t)] = λ

∫ bG

0

G(s)ds = λµG,

E[N1(t)] = E[N(t)]− E[N2(t)] = λ(t− µG),

这说明 t ≥ bG 后，在线的客户平均数稳定在 e[N2(t)] = λµG. 在 (bG, bG + t] 中离线的客户数

N3(t) = N1(t+ bG)−N1(bG), t ≥ 0

有数学期望

E[N3(t)] = E[N1(t+ bG)]− E[N1(bG)] = λt.

假设速率为 λ 的泊松过程的每个事件分类为 I 型和 II 型，且假设一个事件是 I 型的概率依赖于它发
生的时刻. 具体地说，如果一个事件发生在时刻 s，它分类为 I 型的概率是 P (s)，而分类为 II 型的概率
为 1− P (s)，并与其他事件的分类独立.

命题 11.6

如果 Ni(t) 表示直到时刻 t 为止发生的 i 型事件数，1 = 1, 2，那么 N1(t) 和 N2(t) 分别是具有均

值 λtp 和 λt(1− p) 的独立泊松随机变量，其中

p =
1

t

∫ t

0

P (s)ds.

11.3 习题

习题 11.2

设 {N1(t)} 和 {N2(t)} 分别是参数为 λ1 和 λ2 的泊松过程，其中 λ1 > λ2，且这两个过程独立. 令
Z(t) = N1(t)−N2(t)，问 {Z(t)} 是否是泊松过程？

习题 11.3

假设汽车以速率为 λ 的泊松过程进入单向行驶的无限长高速公路. 第 i 辆车选一个速度 Vi 且按此

速度行驶. 假定这些 Vi 是具有相同分布 F 的独立的正值随机变量. 推导在时刻 t 位于区间 (a, b)

中的汽车分布. 假定一辆车超越另一辆时没有时间损失.
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第12讲 定理11.3的证明，复合泊松过程
12.1 定理11.3的证明

定理 12.1

设 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程，{Yj} 是独立同分布的随机序列，服从两点分布 (11.1). 计数
过程 {N1(t)} 和 {N2(t)} 分别由 (11.2) 和 (11.3) 定义. 如果 {Yj} 与 {N(t)} 独立，则 {N1(t)} 与
{N2(t)} 相互独立，分别是强度为 λ1 = λp 和 λ2 = λq 的泊松过程.

证明. 对于 0 ≤ s < t，

N1(s, t] = N1(t)−N1(s) =

N(t)∑
j=N(s)+1

Yj (12.1)

是时刻 (s, t] 内乘 A 线的乘客数. 因为 {Yj} 与 {N(t)} 独立，对于 k ≥ l，容易计算出

P (N1(s, t] = n|N(s) = l, N(t) = k) = P (

k∑
j=l+1

Yj = n|N(s) = l, N(t) = k)

= P (

k∑
j=l+1

Yj = n) = P (

k−l∑
j=1

Yj = n)

= g(k − l, n),

其中

g(k, n) = P (

k∑
j=l

Yj = n)

满足 g(1, 1) = p 以及对任意 n ≥ 1，g(0.n) = 0. 由条件概率的定义我们知

P (N1(s, t] = n|N(s), N(t)) = g(N(s, t], n).

对上式求期望得到

P (N1(s, t] = n) = E[g(N(s, t], n)].

我们证明 {N1(t)} 为强度 λ1 = λp1 的泊松过程，我们验证定义 7.1 中的条件 (1)，(2)，(3).

(1) N1(0) =
∑0

j=1 Yj = 0.

(2) 独立增量性: 对任意正整数 m，0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tm 以及整数 0 = n0 ≤ n1 ≤ n2 ≤ · · · ≤ nm，

定义

N = (N(t1), N(t2), · · · , N(tm)), n = (n1, n2, · · · , nm).

从 (12.1) 知道，在条件 N = n 下，随机变量

N1(tj−1, tj ] =

nj∑
i=nj−1+1

Yi, j = 1, 2, · · · ,m
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相互独立. 于是得到

P (N1(tj−1, tj ] = kj , 1 ≤ j ≤ m|N = n) = P (

nj∑
i=nj−1+1

Yi = ki, 1 ≤ j ≤ m|N = n)

= P (

n1∑
i=1

Yi = k1)P (

n2∑
i=n1+1

Yi = k2) · · ·P (

nm∑
i=nm−1+1

Yi = km)

= g(n1, k1)g(n2 − n1, k2) · · · g(nm − nm−1, km).

按条件概率的定义我们知

P (N1(tj−1, tj ] = kj , 1 ≤ j ≤ m|N) = g(N(t1), k1)g(N(t1, t2], k2) · · · g(N(tm−1, tm], km).

对于上式求数学期望，利用 {N(t)} 的独立增量性我们知

P (N1(tj−1, tj ] = kj , 1 ≤ j ≤ m) = E[g(N(t1), k1)]E[g(N(t1, t2], k2)] · · ·E[g(N(tm−1, tm], km)]

= P (N1(t0, t1] = k1)P (N1(t1, t2] = k2) · · ·P (N1(tm−1, tm] = km).

这说明随机变量 N1(tj−1, tj ](1 ≤ j ≤ n) 相互独立. 于是 {N1(t)} 是独立增量过程.

(3) 普通性: 注意到 g(0, 1) = 0，g(1, 1) = p 我们有

P (N1(t, t+ h] = 1) = E[g(N(t, t+ h], 1)]

= E[g(N(t, t+ h], 1)(I[N(t, t+ h] = 1] + i[N(t, t+ h] ≥ 2])]

= g(1, 1)P (N(t, t+ h] = 1) + o(h)

= p(λh+ o(h)) + o(h) = pλh+ o(h).

因为 N1(s, t] ≤ N(s, t] 对 s < t 成立，故由

P (N1(t, t+ h] ≥ 2) ≤ P (N(t, t+ h] ≥ 2) = o(h)

我们有 P (N1(t, t+ h] ≥ 2) = o(h).

综上我们知 {N1(t)} 是强度为 λp 的泊松过程. 完全对称地可以证明 {N2} 是强度为 λq 的泊松过程.
下面证明 {N1(t)} 和 {N2(t)} 相互独立. 由命题 10.9，我们只需要证明对于任何 n ≥ 1，0 ≤ t1 <

t2 < · · · < tn，随机变量

(N1(t1), N1(t2), · · · , N1(tn)) 和 (N2(t1), N2(t2), · · · , N2(tn))

独立. 对于整数
0 = k0 ≤ k1 ≤ k2 ≤ · · · ≤ kn, 0 = m0 ≤ m1 ≤ m2 ≤ · · · ≤ mn,

引入 nj = kj +mj，n = (k1 +m1, k2 +m2, · · · , · · · , kn +mn). 随机变量

ξj =

nj∑
i=nj−1+1

Yi, j = 1, 2, · · · , n

相互独立. 注意 ξj 服从二项分布

B(nj − nj−1, p),
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我们可以得到

P (N1(tj) = kj , N2(tj) = mj ; 1 ≤ j ≤ n)

=P (N1(tj) = kj , N2(tj) = nj ; 1 ≤ j ≤ n)

=P (N1(tj−1, tj ] = kj − kj−1, N(tj) = nj ; 1 ≤ j ≤ n)

=P (ξj = kj − kj−1, N(tj−1, tj ] = nj − nj−1; 1 ≤ j ≤ n)

=

n∏
j=1

[P (ξj = kj − kj−1)P (N(tj−1, tj ] = nj − nj−1)]

=

n∏
i=1

[ (nj − nj−1)!

(kj − kj−1)!(mj −mj−1)!
pkj−kj−1qmj−mj−1 · [λ(tj − tj−1)]

nj−nj−1

(nj − nj−1)!
e−λ(tj−tj−1)

]
=

n∏
i=1

[ [λp(tj − tj−1)]
kj−kj−1

(kj − kj−1)!
e−λp(tj−tj−1)

[λq(tj − tj−1)]
mj−mj−1

(mj −mj−1)!
e−λq(tj−tj−1)

]
= P (N1(tj) = kj)

=P (N1(tj) = kj , 1 ≤ j ≤ n)P (N2(tj) = mj , 1 ≤ j ≤ n).

这说明 (N1(t1), N1(t2), · · · , N1(tn)) 和 (N2(t1), N2(t2), · · · , N2(tn)) 独立.

12.2 复合泊松过程

如果已知 [0, t] 内有 N(t) = n 次到达，则 [0, t] 内到达的旅客数是
∑n

j=1 Zj . 当 [0, t] 内有 N(t) 次到

达，则 [0, t] 内到达的旅客数为

M(t) =

N(t)∑
j=1

Zj (12.2)

为复合泊松过程. E[M(t)] 是 [0, t] 内平均到达的旅客数，Var[M(t)] 是 [0, t] 内到达的旅客数的方差.
已知 N(t) = n 时，M(t) 有条件数学期望

E[M(t)|N(t) = n] = E[

n∑
j=1

Zj |N(t) = n] = E[

n∑
j=1

Zj ] = nE[Zj ] = nµ.

于是得到 E[M(t)|N(t)] = N(t)µ. 再求数学期望得到

E[M(t)|N(t) = n] = E[

n∑
j=1

Zj |N(t) = n] = E[N(t)µ] = λtµ.

于是得到 E[M(t)|N(t)] = N(t)µ. 再求数学期望得到

E[M(t)] = E[E[M(t)|N(t)]] = E[N(t)]µ = λtµ.

M(t)2 有条件数学期望

E[M2(t)|N(t) = n] = E[(

n∑
j=1

Zj)
2|N(t) = n] = E[(

n∑
j=1

Zj)
2]

= Var[
n∑

j=1

Zj ] + (E[

n∑
j=1

Zj ])
2

= nσ2 + (nµ)2.

所以有

E[M2(t)|N(t)] = N(t)σ2 +N2(t)µ2.
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两边再求数学期望，利用 E[N(t)] = Var[N(t)] = λt，E[N2(t)] = λt+ (λt)2，我们有

E[M2(t)] = E[N(t)]σ2 + E[N2(t)]µ2 = λtσ2 + [λt+ (λt)2]µ2.

最后得到

Var[M(t)] = E[M2(t)]− (E[M(t)])2 = λtσ2 + λtµ2.

定理 12.2

设 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程，{Zj} 是相互独立的随机序列，有共同的数学期望 µ = E[Zj ]

和方差 σ2 = Var[Zj ]，并且和 {N(t)} 独立，复合泊松过程 {M(t)} 由 (12.2) 定义，则

(1) E[M(t)] = λtµ；

(2) 当 σ2 < ∞ 时，Var[M(t)] = λt(σ2 + µ2).

例 12.3

假定在股票交易市场，股票交易次数是以 λ 为速率的 Poisson 过程. 记第 k 次与第 k − 1 次易

手前后股票价格的变化为 Yk. 不妨假定 Y1, Y2, · · · 是独立同分布的随机变量且与 N(t) 独立，而

X(t) =
∑N(t)

k=1 Yk 则代表时刻 t 时股票的总价格变化. 设 Y1 的分布为 G(y)，则

P (Y1 + Y2 ≤ y) =

∫ ∞

−∞
G(y − z)dG(z),

称为 G 与 G 自身的卷积，记为 G ∗G(y) 或 G(2)(y). 类似地，G(n)(y) = G ∗ · · · ∗G(y)，称为 G

自身的 n 重卷积. 有了上面的记号，我们不难求出 X(t) 的分布：

P (X(t) ≤ x) = P (

N(t)∑
k=1

Yk ≤ x)

=

∞∑
n=0

P (

N(t)∑
k=1

Yk ≤ x|N(t) = n)P (N(t) = n)

=

∞∑
n=0

P (

N(t)∑
k=1

Yk ≤ x)
(λt)ne−λt

n!

=

∞∑
n=0

(λt)ne−λt

n!
G(n)(x).

12.3 习题

习题 12.1

假定人群按速率为 λ 的泊松过程到达公共汽车站. 公共汽车在时间 t 出发. 以 X 记在时间 t 所有

上车的人的总等待时间. 求 Var(X).

习题 12.2

设 {N(t)}是强度为 λ的泊松过程，{Zj}是相互独立的随机序列，有共同的数学期望 µ = E[Zj ]和

方差 σ2 = Var[Zj ]，并且和 {N(t)}独立，复合泊松过程 {M(t)}由 (12.2)定义，求 Cov(M(s),M(t)).
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第13讲 泊松过程的检验与参数估计

13.1 泊松过程的检验

按照泊松过程的性质，要检验计数过程 {N(t), t ≥ 0} 是否是泊松过程，可转化为下面的检验问题之
一：

1. 检验 {Xn, n ≥ 1} 是否独立同指数分布；

2. 对任意 t > 0，检验在 N(t) = 1 下 S1 = X1 是否是 [0, t] 上均匀分布；

3. 给定 T > 0，检验在 N(T ) = n 下 S1, S2, · · · , Sn 的条件分布是否与 [0, T ] 上 n 个独立均匀分布随

机变量的顺序统计量有相同的分布.

这里我们仅具体讨论最后一种检验方法.
提出检验假设 H0 : {N(t), t ≥ 0} 是泊松过程. 令 σn =

∑n
k=1 Sk. 当 H0 成立时，我们有

E[σn|N(T ) = n] = E[

n∑
i=1

Ui] =
nT

2
,

Var[σn|N(T ) = n] = Var(
n∑

i=1

Ui) =
nT 2

12
.

这里 {Ui, 1 ≤ i ≤ n} ∼ U [0, t] 独立同分布. 由中心极限定理我们有

lim
n→∞

P (
σn − n

2T

T
√

n
12

|N(T ) = n) = lim
n→∞

P (

∑n
i=1 Yi − n

2T
nT 2

12

≤ x) = Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

u2

2 du.

于是对于充分大的 n，有

P (
σn

t
≤ 1

2
[n+ x(

n

3
)

1
2 ]|N(T ) = n) ≈ Φ(x).

如果给定置信水平 α = 0.05，则当
σn

T
∈ 1

2
[n± 1.96(

n

3
)

1
2 ]

时，接受 H0，否则拒绝 H0.

13.2 用 N(t) 估计 λ

设 N(t) 是强度为 λ 的泊松过程. 由 N(t) 的概率分布

P (N(t) = n) =
(λt)n

n!
e−λt, n = 0, 1, · · ·

我们知基于观测 N(t) = n 的似然函数是

L(λ) =
(λt)n

n!
e−λt.

对数似然函数是

l(λ) = lnL(λ) = n lnλ− λt+ c0, c0 是常数.

由 l′(λ) = 0 得到 λ 的最大似然估计 n/t.
一般情况下，[0, t] 内发生了 N(t) 个事件，λ 的最大似然估计是

λ̂ =
N(t)

t
.



13.2 用 N(t) 估计 λ 57

由于 EN(t) = λt，所以 Eλ̂ = λ. 这说明 λ̂ 是无偏估计.
对于每个 t > 0，有正整数 n 使得 n− 1 < t ≤ n 成立. 这时

N(n− 1)

n
≤ N(t)

t
≤ N(n)

n− 1
.

利用独立增量性和平稳增量性知 N(j − 1, j] 是独立同分布的随机变量. 注意到

N(n) =

n∑
j=1

N(j − 1, j],

利用强大数律我们有

lim
n→∞

N(n− 1)

n
= lim

n→∞

N(n− 1)

n− 1

n− 1

n
= E[N(1)] = λ a.s.,

lim
n→∞

N(n)

n− 1
= lim

n→∞

N(n)

n

n

n− 1
= E[N(1)] = λ a.s..

于是

lim
t→∞

N(t)

t
= λ a.s.,

这说明 λ̂ 是 λ 的强相合估计.
再利用独立增量性和平稳增量性我们知

Yj = N(jt/n)−N((j − 1)t/n), j = 1, 2, · · · , n

是独立同分布的随机变量，其部分和

N(t) =

n∑
j=1

Yj

的数学期望和方差都是 λt. 从中心极限定理我们知对于较大的 λt，

ξ =
N(t)− λt√

λt
∼ N(0, 1)

近似成立.
给定置信水平 1− α，用 zα/2 表示标准正态分布的 α/2 上分位数：Φ(zα/2) = 1− α/2. 利用 P (|ξ| ≤

zα/2) ≈ 1− α，对于较大的 λt，可以得到 λ 的置信水平为 1− α 的近似置信区间

Jλ =
[b−√

b2 − 4ac

2a
,
b+

√
b2 − 4ac

2a

]
,

其中 a = t2，b = 2tN(t) + tz2α/2，c = N2(t).
实际上，ξ ≤ zα/2 当且仅当

|N(t)− λt|2 ≤ λtz2α/2,

即 g(λ) = aλ2 − bλ+ c ≤ 0. 解该不等式即得 λ 的置信水平为 1− α 的近似置信区间.

定理 13.1

设 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程，则 λ̂ = N(t)
t 是 λ 的强相合无偏估计. 对于较大的 λt，λ 的置

信水平为 1− α 的近似置信区间是

Jλ =
[b−√

b2 − 4ac

2a
,
b+

√
b2 − 4ac

2a

]
, (13.1)
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例 13.2

上海证券交易所开盘后，在 10:00 至 10:30 之间一共有 36 万次成交. 假定在这个时间段内股票的
成交构成一个泊松流，以秒为时间单位.

(1) 估计泊松流的强度 λ；

(2) 在置信水平 0.95 下，计算强度 λ 的置信区间；

(3) 当 λ = 200 时，计算 5 秒内的成交次数大于 1050 次的概率.

解. (1) 因为在 t = 30× 60 秒内有 N(t) = 36 万次成交，所以 λ 的最大似然估计是

λ̂ =
36× 104

30× 60
= 200.

(2) 对于置信水平 1− α = 0.95，我们有 zα/2 = 1.96. 容易计算出 (13.1) 中的

N(t) = 36× 104,

a = t2 = 18002 = 3240000,

b = (2tN(t) + tz2α/2) = 1.296× 109,

c = N2(t) = 1.296× 1011,

将 a, b, c 代入 (13.1) 得到置信区间 [199.9846, 200.0154].

(3) 因为每秒钟平均有 200 次交易，所以

ξ =
N(5)− sλ√

5λ
∼ N(0, 1)

近似成立. 于是

P (N(5) > 1050) = P (
N(5)− 5λ√

5λ
>

1050− 5λ√
5λ

)

≈ P (ξ >
5√
10

)

= 1− Φ(1.5811) ≈ 0.057.

13.3 用 Sn 估计 λ

在实际问题中如果可以观测到第 n 次到达的发生时刻 Sn = sn，我们知 λ 的似然函数

L(λ) =
λn

Γ(n)
sn−1
n e−λsn .

对数似然函数是

l(λ) = lnL(λ) = n lnλ− λsn + c0, c0 =常数.

由 l′(λ) = n/λ − sn = 0，得到 λ 的最大似然估计 λ̃ = n/sn. 实际问题中观测到 Sn 的最大似然估计是

λ̃ = n/Sn.
注意到 E[λ̃] = n

n−1λ > λ，所以 λ̃ 不是 λ 的无偏估计. 但是他是 λ 的强相合估计，这是因为由强大

数律我们有当 n → ∞ 时，

λ̃−1 =
Sn

n
=

X1 + · · ·+Xn

n
→ E[X1] = 1/λ a.s.,
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于是有 λ̃ → λ a.s..
下面再计算 λ 的置信区间. 首先我们有 η = 2λS 的密度函数

f(t) =
1

2nΓ(n)
tn−1e−t/2, t > 0.

这正是 2n 个自由度的 χ2 分布的密度函数，于是 η = 2λSn ∼ χ2(2n). 用 χ2
α/2 表示 χ2(2n) 分布的上

α/2 分位数，利用

P (χ2
1−α/2 ≤ 2λSn ≤ χ2

α/2) = 1− α,

得到 λ 的置信水平为 1− α 的置信区间

[
χ2
1−α/2

2Sn
,
χ2
α/2

2Sn
].

13.4 复合泊松过程的参数估计

对于由 (12.2) 定义的复合泊松过程

M(t) =

N(t)∑
j=1

Zj , t ≥ 0

得到观测值 M(t) 后，利用 E[M(t)] = λtµ，得到 µ = E[M(t)/λt]. 如果有了 λ 的最大似然估计 λ̂，则可

以利用

µ̂ =
M(t)

λ̂t

作为 µ 的估计.

定理 13.3

设 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程，{Zj} 是独立同分布的随机序列，与 {N(t)} 独立，则符合泊
松过程 {M(t)} 是独立增量过程和平稳增量过程，并且当 E[|Zj |] < ∞ 时，µ̂ → µ a.s..
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第14讲 习题课 I
例 14.1

如果 Z0, Z1, · · · 是独立同分布的随机变量，定义 Xn = Z0+Z1+ · · ·+Zn，证明 {Xn, n = 0, 1, · · · }
是平稳独立增量过程.

证明. (1) 先证对任意给定的 k 个时刻 0 ≤ n1 < n2 < · · · < nk，随机变量 Xn2
− Xn1

, Xn3
−

Xn2
, · · · , Xnk

−Xnk−1
相互独立. 事实上，由于 Z0, Z1, · · · 是相互独立的随机变量，所以

Xni+1
−Xni

=

ni+1∑
l=ni+1

Zi, i = 1, 2, · · ·

也相互独立.

(2) 再证 {Xn, n = 0, 1, · · · } 有平稳增量，即证明对任意给定的两个时刻 0 ≤ n1 < n2 以及整数 l > 0，

随机变量 Xn1+l −Xn1
与 Xn2+l −Xn2

有相同分布. 由 Z0, Z1, · · · 同分布知它们有相同的特征函
数，记为 ϕZ1

(t). 再由 Z0, Z1, · · · 的独立性，我们有

Xn1+l −Xn1
=

n1+l∑
l=n1+1

Zl 与 Xn2+l −Xn2
=

n2+l∑
l=n2+1

Zl

有相同的特征函数 [ϕZ(u)]
l，利用随机变量特征函数唯一确定其分布的性质，我们知 Xn1+l −Xn1

与 Xn2+l −Xn2 有相同分布.
综上，{Xn, n = 0, 1, · · · } 是平稳独立增量过程.

例 14.2

对于泊松过程 {N(t)}，计算

E[N(t)N(t+ s)], E[N(t+ s)|N(t)],

其中 s > 0.

解. 对 s > 0，我们有

E[N(t)N(t+ s)] = E[N(t)(N(t+ s)−N(t) +N(t))]

= E[N(t)(N(t+ s)−N(t))] + E[N(t)2]

= E[N(t)]E[N(t+ s)−N(t)] + E[N(t)2]

= λtλs+ λt+ (λt)2

= (λt)2 + λt(λs+ 1).

以及

E[N(t+ s)|N(t)] = E[N(t+ s)−N(t) +N(t)|N(t)]

= E[N(t+ s)−N(t)|N(t)] +N(t)

= λs+N(t).
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例 14.3

设 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程，0 ≤ s < t. 验证在条件 N(t) = n 下，N(s) 服从二项分布

B(n, s/t).

证明. 当 0 ≤ s < t 时，有

P (N(s) = k|N(t) = n) =
P (N(s) = k,N(t) = n)

P (N(t) = n)

=
P (N(s) = k,N(t)−N(s) = n− k)

P (N(t) = n)

=

(λs)k

k! e−λs (λ(t−s))n−k

(n−k)! e−λ(t−s)

(λt)k

k! e−λt

=
n!

k!(n− k)!

sk(t− s)n−k

tn

= Ck
n(

s

t
)k(

s− t

t
)n−k, k = 0, 1, · · · , n.

例 14.4

假设乘客按速率为 λ 的泊松过程 {N(t)} 到达一个火车站. 如果火车在时刻 t 离开，计算在 (0, t)

中到达的旅客等待时间的总和的期望.

证明. (0, t) 中到达的旅客等待时间的总和的期望即为 E[
∑N(t)

i=1 (t− Si)]，其中 Si 是第 i 个乘客的到达时

间. 我们关于 N(t) 取条件，有

E[

N(t)∑
i=1

(t− Si)|N(t) = n] = E[

n∑
i=1

(t− Si)|N(t) = n]

= nt− E[

n∑
i=1

Si|N(t) = n].

由推论 9.2，若记 U1, ·, Un 为 n 个独立的在 (0.t) 上均匀分布的随机变量，则有

E[

n∑
i=1

Si|N(t) = n] = E[

n∑
i=1

Ui] =
nt

2
.

所以

E[

N(t)∑
i=1

(t− Si)|N(t) = n] = nt− nt

2
=

nt

2
.

从而 E[
∑N(t)

i=1 (t− Si)|N(t)] = t
2N(t)，进而

E[

N(t)∑
i=1

(t− Si)] =
t

2
E[N(t)] =

λt2

2
.

例 14.5

某宠物商店每个月初订购一次猫粮 (单位：千克)，以满足该月的销售需求. 假设每月的需求服从参
数为 λ 的指数分布. 如果商店猫粮的进价为 c 元每千克，售价为 s(s > c) 元每千克. 假定月底剩
下的存货因为过期毫无价值，而且商店不会因为进货量不足而受到额外损失. 那么该商店因订购
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多少猫粮使得期望利润最大？如果存货能以每千克 r(r < min(s, c)) 元的价格退回，那么最佳订购
量又是多少？

解. 令 X 为需求量. 假设猫粮的订购量为 t，那么利润 P 为

P = smin(X, t)− ct.

注意到 min(X, t) = X − (X − t)+，以及由指数分布的无记忆性，我们有

E[(X − t)+] = E[(X − t)+|X > t]P (X > t) + E[(X − t)+|X ≤ t]P (X ≤ t)

= E[(X − t)+|X > t]e−λt

=
1

λ
e−λt.

所以

E[min(X, t)] =
1

λ
− 1

λ
e−λt.

于是

E[P ] =
1

λ
− 1

λ
e−λt − ct.

微分后可得当 se−λt − c = 0，即 t = 1
λ ln(s/c) 时利润最大.

如果存货能以每千克 r(r < min(s, c)) 元的价格退回，和前面讨论类似，我们可以得到 E[P ] 的表达

式

E[P ] = sE[min(X, t)]− ct+ rE[(t−X)+]

= sE[min(X, t)]− ct+ r(t− E[min(X, t)])

=
s− r

λ
+

r − s

λ
e−λt − (c− r)t.

微分后可求得最佳订购量是

t =
1

λ
ln(s− r

c− r
).
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第15讲 非时齐泊松过程

15.1 非时齐泊松过程

定义 15.1

如果计数过程 {N(t)} 满足条件：

(1) N(0) = 0;

(2) 独立增量性：{N(t)} 是独立增量过程；

(3) 非齐普通性：对任何 t ≥ 0，当正数 h → 0 时，有{
P (N(t+ h)−N(t) = 1) = λ(t)h+ o(h),

P (N(t+ h)−N(t) ≥ 2) = o(h),

则称 {N(t)} 是非时齐泊松过程，称 λ(t) 是 {N(t)} 的强度函数.

容易理解，当强度函数 λ(t) 变化平缓时，在较小的时间段内可以用强度函数 λ(t) 在这段时间的平均

代替 λ(t)，从而在小时间段中，可视 {N(t)} 为时齐的泊松过程. 例如对于较小的时间段 (s, t] 中，可以将

汽车流视为时齐的泊松流，这时的强度 λ 是源非时齐泊松过程的强度函数 λ(t) 在 (s, t] 上的平均：

λ =
1

t− s

∫ t

s

λ(u)du.

定义

m(s, t] :=

∫ t

s

λ(u)du.

其表示 λ(t) 与时间起点 s 及终点 t 围成的图形的面积.

定理 15.2

设 {N(t)} 是强度函数为 λ(t) 的泊松过程，则 (s, t] 内发生的事件数 N(s, t] = N(t) −N(s) 服从

数学期望为 m(s, t] 的泊松分布，即

P (N(s, t] = k) =
(m(s, t])k

k!
exp(−m(s, t]), k = 0, 1, · · · . (15.1)

设泊松过程 {N(t)} 有强度函数 λ(t). 对 a > 0，在时刻 a 重新计数时，得到的计数过程为

Ñ(t) = N(t+ a)−N(a), t ≥ 0. (15.2)

定理 15.3

设非时齐泊松过程 {N(t)} 有强度函数 λ(t). 对 a > 0，计数过程 (15.2) 是非时齐泊松过程，有强
度函数 λ̃(t) = λ(t+ a).
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证明. 容易看出定义 15.1 的条件 (1) 和 (2) 成立. 下面验证 (3).

P (Ñ(t+ h)− Ñ(t) = 1) = P (N(t+ h+ a)−N(t+ a) = 1)

= λ(t+ a)h+ o(h),

P (Ñ(t+ h)− Ñ(t) ≥ 2) = P (N(t+ h+ a)−N(t+ a) ≥ 2)

= o(h).

命题 15.4

设非时齐泊松过程 {N(t)} 有强度函数 λ(t) 和 m(t) = E[N(t)] > 0，用 S1 表示第一个事件的发

生时刻，则

(1) 已知 N(t) = 1 时，g(s) = λ(s)/m(t), s ∈ [0, t]，是 S1 的概率密度函数；

(2) 当 Y1, Y2, · · · , Yn 是来自总体密度为 g(s) 的随机变量，次序统计量 (Y(1), Y(2), · · · , Y(n)) 有

联合密度

h(x) =

{
n!
∏n

j=1 g(xj), 当 0 < x1 < x2 < · · · < xn < t,

0, 其他;

(3) 已知 N(t) = n 时，[0, t] 内的依次到达时刻 (S1, S2, · · · , Sn) 与 (Y(1), Y(2), · · · , Y(n)) 同分布.

习题 15.1

证明上述结论.

定理 15.5

设 {N(t)} 是一个强度函数为 λ(t) 的非时齐泊松过程. 对任意 t ≥ 0，令 N∗(t) = N [M−1(t)]，则

{N∗(t)} 是一个强度为 1 的泊松过程.

证明.

例 15.6

设某设备的使用期限是 10 年，在前 5 年里它平均 2.5 年需要维修一次，后 5 年平均 2 年需维修
一次. 试求它在使用期内只维修过一次的概率.

解. 用非齐次泊松过程来描述故障发生所对应的计数过程，则强度函数为

λ(t) =

{
1
2.5 , 0 ≤ t ≤ 5,
1
2 , 5 < t < 10.

于是由

m(10) =

∫ 10

0

λ(t)dt = 4.5,

我们有

P (N(10)−N(0) = 1) = e−4.5 (4.5)
1

1!
=

9

2
e−

9
2 .



15.2 非时齐泊松过程的参数估计 65

15.2 非时齐泊松过程的参数估计

假设强度函数 λ(t) 有周期 d，要估计强度函数在 t0 的值时，我们可以取一个适当的小区间 (s, t] =

(t0 − δ, t0 + δ]，由中值定理我们有

λ(t0) ≈ λ0 ≡ 1

2δ

∫ t0+δ

t0−δ

λ(u)du =
m(s, t]

2δ
.

这时

N(s+ jd− d, t+ jd− d], j = 1, 2, · · · , n

相互独立，有共同的概率分布 (15.1). 得到观测值

kj = N(s+ jd− d, t+ jd− d], j = 1, 2, · · · , n

后，λ0 的似然函数是

L(λ0) =

n∏
j=1

(
(2δλ0)

kj

kj !
exp(−2δλ0)

)
,

其中 2δ = t− s. 对数似然函数是

l(λ0) =

n∑
j=1

kj lnλ0 − n(t− s)λ0 + c0, c0 =常数.

由 l′(λ0) = 0，我们得到 λ0 的最大似然估计

λ̂0 =
1

n(t− s)

n∑
j=1

kj .

不难看出 E[λ̂0] = λ0，所以 λ̂0 是 λ0 的无偏估计. 利用强大数律我们有

lim
n→∞

λ̂0 =
E[N(s, t])

2δ
= λ0 a.s.,

所以 λ̂0 是 λ0 的强相合估计.
因为

Var(λ̂0) =
1

n(2δ)2
Var(N(s, t]) =

λ0

2nδ
,

利用中心极限定理，我们知对于充分大的 n，有

λ̂0 − λ0√
λ0/(2nδ)

∼ N(0, 1)

近似成立.
由

λ̂0 − λ√
λ0/(2nδ)

≤ zα/2

等价于 g(λ0) = aλ2
0 − bλ0 + c ≤ 0，其中

a = 1, b = 2λ̂0 +
z2α/2

2nδ
, c = λ̂2

0,

我们知在置信水平 1− α 下，λ0 (或 λ(t0)) 的近似置信区间是

[
b−

√
b2 − 4ac

2a
,
b−

√
b2 + 4ac

2a
].
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例 15.7

一位交通局的退休干部每天记录 10 : 00 至 10 : 10 之间路过他家楼下由东向西的出租车数量，得

到了下面的数据：

13 9 19 16 15 20 20 17 16 20

20 8 15 23 25 15 18 19 15 22

12 17 19 15 14 16 18 17 22 10

以分钟为时间单位，估计 10:00 到 10：10 之间这段路上出租车流的平均强度 λ0. 计算 λ0 的置信

水平为 0.95 的置信区间.

解. 用 kj 表示第 j 次观测到的出租车数，n = 30，2δ = 10. 于是我们可以得到 λ0 的最大似然估计

λ̂0 =
1

30× 10

n∑
j=1

kj = 1.683(辆/分钟).

对 1− α = 0.95，查表得 zα/2 = 1.96. 于是我们可以求得

a = 1, 2δ = 10, n = 30,

b = 2λ̂0 + 1.962/300 = 3.3788,

c = λ̂2
0 = 2.8325.

于是在置信水平 0.95 下，λ0 的置信区间是

[1.5425, 1.8363].
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第16讲 更新过程的极限定理

当计数过程 {N(t)} 的等待间隔 X1, X2, · · · 是来自指数总体 E(λ) 的随机变量时，{N(t)} 时泊松过
程. 在实际问题中，还有很多计数过程，其等待间隔是独立同分布的随机变量，但并不服从指数分布，人
们称这样的过程为更新过程，称等待间隔 X1, X2, · · · 为更新间隔.

16.1 更新过程

设 X 是是非负随机变量，如无特别说明一般我们要求 P (X < ∞) = 1，即间隔时间有限，但有时一

些结论也可推广到间隔时间可能无限的情形. 来自总体 X 的随机变量 X1, X2, · · · 是更新过程 {N(t)} 的
第 1, 2, · · · 个更新间隔. 定义

S0 = 0, Sn = X1 + · · ·+Xn, n ≥ 1.

Sn 是第 n 个更新发生的时刻. 根据计数过程和到达时间的关系，我们有

{N(t) < n} = {Sn > t}, {N(t) = n} = {Sn ≤ t < Sn+1}.

注意

N(t) = #{n|Sn ≤ t, n ≥ 1} =

∞∑
n=1

I[Sn ≤ t], t ∈ [0,∞),

其中 #A 表示集合 A 中的元素个数，I[A] 是 A 的示性函数.

习题 16.1

指出以下哪些等式成立，对于不成立的举出反例：

(1) {N(t) < n} = {Sn > t}；

(2) {N(t) ≥ n} = {Sn ≤ t}；

(3) {N(t) > n} = {Sn < t}；

(4) {N(t) ≤ n} = {Sn ≥ t}.

以下总约定更新间隔 X1, X2, · · · 是来自总体 X 的随机变量，

F (x) = P (X ≤ x), µ = E[X] > 0

分别是总体 X 的分布函数和数学期望. 在讨论更新过程时，如无特别说明，所提到的随机变量都是非负
的.

16.2 更新过程的极限定理

由于 N(t) 是 [0, t] 中的更新次数，所以对于充分大的 t，t/N(t) 近似等于 [0, t] 中的平均等待间隔 µ.
当 t → ∞ 时，直观上应该有 t/N(t) → µ，从而得到

N(t)

t
→ 1

µ
a.s.. (16.1)

为了数学上证明 (16.1)，先做一些必要的准备.
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由强大数律，当 n → ∞ 时，
Sn

n
→ µ a.s.,

所以有

Sn → ∞ a.s..

更新过程 N(t)是计数过程，所以是 t的单调不减函数. 当 t → ∞时，N(t)的极限等于它的子序列 N(Sn)

的极限，于是

lim
t→∞

N(t) = lim
n→∞

N(Sn) ≥ lim
n→∞

n = ∞ a.s..

上式说明更新次数随着时间的延长而无限的增加. 以后把上式记成 N(∞) = ∞ a.s..
注意到 SN(t) 是 [0, t] 内的最后一次更新时刻，SN(t)+1 是 (t,∞) 中的第一个更新时刻，所以有

SN(t) ≤ t < SN(t)+1.

于是得到
SN(t)

N(t)
≤ t

N(t)
<

SN(t)+1

N(t)
.

令 t → ∞，我们有

lim
t→∞

SN(t)+1

N(t)
= lim

t→∞

SN(t)

N(t)
= lim

n→∞

Sn

n
= µ a.s.,

于是 (16.1) 成立. 所以我们有

定理 16.1

设更新间隔 X1, X2, · · · 有数学期望 µ > 0，则当 t → ∞ 时，N(t)/t → 1/µ a.s..

注记 16.2

如果 µ = ∞，同样的推导可知上面结论也成立，即当 t → ∞ 时，N(t)/t → 0 a.s.. 此时我们可以
采用采用截断的方法：对固定的 c > 0，记 Xc

n = 1{Xn≤c}Xn = min{Xn, c}, n = 1, 2, · · · . 注意到
µc = E[Xc

n] ≤ c < ∞，且由单调收敛定理知当 c → ∞ 时，µc ↑ ∞. 设 ϵ > 0, 取 c > 0 充分大使

得 1/µc < ϵ. 注意到
Xc

n ≤ Xn, n = 1, 2, · · · .

于是 Sc
n =

∑b
i=1 X

c
i ≤ Sn, n = 0, 1, 2, · · · 进而 N c(t) = max{n : Sc

n ≤ t} ≥ N(t), t > 0. 于是对
任意 t > 0，有

0 ≤ N(t)

t
≤ N c(t)

t
.

由定理 16.1，我们知存在几乎必然地，存在 t 充分大，使得

N(t)

t
≤ N c(t)

t
≤ 1

µc
+ ϵ < 2ϵa.s..

由 ϵ 的任意性我们知结论成立.

上面结果表明依概率 1，N(t) 和 t/µ 是同阶无穷大，或者说在几乎必然的意义下，N(t) 的发散速度

是 t/µ. 数 1/µ 称为 更新过程的速率.
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例 16.3

小明有一台使用单个电池的收音机. 一旦电池失效，小明立刻换上新电池. 如果电池的寿命 (单位：
小时) 在区间 (30, 60) 上均匀分布，那么小明以什么速率更换电池？

解. 如果我们用 N(t) 表示到时间 t 为止失效的电池的个数，由定理 16.1，我们知小明更换电池的速率为

lim
t→∞

N(t)

t
=

1

µ
=

1

45
.

即长远来看，小明必须每 45 小时更换一次电池.

习题 16.2

在上例中，小明手头上没有多余的电池，每次失效发生时，她必须去购买新电池. 如果她去买新电
池花费的时间在 (0, 1) 上均匀分布，那么小明更换电池的平均速率是什么？

定理 16.4

定义 λt = t/µ，σt = σ
√
t/µ3. 如果 σ2 = Var(X) ∈ (0,∞)，则对任何实数 x，

lim
t→∞

P (
N(t)− λt

σt
≤ x) = Φ(x),

其中 Φ(x) 是 N(0, 1) 的分布函数.

证明. 记 rt = λt + xσt, n := n(t) = [rt] + 1，有

P (
N(t)− λt

σt
≤ x) = P (N(t) ≤ rt) = P (N(t) < n) = P (Sn > t) = P (

Sn − nµ

σ
√
n

>
t− nµ

σ
√
n

).

由定理 3.11 我们知只需再证明
lim
t→∞

t− nµ

σ
√
n

= −x.

实际上，当 t → ∞ 时，有

τt → ∞, |rt − n| ≤ 1, σt/λt → 0, µσt = µσ
√

t/µ3 = σ
√
λt,

于是

lim
t→∞

t− nµ

σ
√
n

= lim
t→∞

= lim
t→∞

t− rtµ− (n− rt)µ

σ
√
n/rt

√
rt

= lim
t→∞

t− rtµ

σ
√
rt

= lim
t→∞

−xµσt

σ
√
λt

= −x.

从而得证.

习题 16.3

两台机器持续地处理无穷个零活. 在机器 1 上处理一个零活的时间是参数为 n = 4 和 λ = 2 的

Gamma随机变量，而在机器 2上处理一个零活的时间在 0和 4之间均匀地分布. 求到时刻 t = 100

为止，两个机器一起至少可以处理 90 个零活的概率的近似值.

推论 16.5

对于较大的 t，在置信水平 0.95 下，N(t) 的近似置信区间是[ t
µ
− 1.96σ

√
t

µ3
,
t

µ
+ 1.96σ

√
t

µ3

]
.
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16.3 习题

习题 16.4

设更新过程 {N(t)} 的更新间隔服从两点分布 B(1, p). 计算 P (N(k) = j)，并说明 N(k) ≥ k.

习题 16.5

令 {N(t), t ≥ 0}是更新过程，且假设对任意 n ∈ N和 t > 0，在取条件于事件 {N(t) = n}时，事件
的时刻 S1, · · · , Sn 与独立的 (0, t) 均匀随机变量的次序统计量有相同的分布. 证明 {N(t), t ≥ 0}
是泊松过程.
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17.1 更新函数

对于更新过程 {N(t)}，在应用中我们自然关心数学期望 E[N(t)]，例如可以备足部件随时更新. 称
[0, t] 中的平均更新次数

m(t) = E[N(t)], t ≥ 0

为更新过程 N(t) 的更新函数.
设更新间隔 X1, X2, · · · 的分布函数是 F (t) = P (Xi ≤ t)，到达时刻 Cn 的分布函数是

Fn(t) = P (Sn ≤ t).

对于 n,m ≥ t，利用 Sn 和 Sn+m − Sn 独立得到

Fn+m(t) = P (Sn + (Sn+m − Sn) ≤ t) ≤ P (Sn ≤ t, Sn+m − Sn ≤ t) = Fn(t)Fm(t).

这就得到对于任何 m, k ≥ 1，

Fmk(t) ≤ Fm(t)Fm(k−1)(t) ≤ · · · ≤ [Fm(t)]k, t ≥ 0.

利用单调收敛定理我们有

m(t) = E[

∞∑
n=1

I[Sn ≤ t]] =

∞∑
n=1

E[I[Sn ≤ t]] =

∞∑
n=1

Fn(t), t ≥ 0.

注意到 Fn(t) ≤ Fn(t)，我们有

m(t) ≤ F (t)

∞∑
n=1

[F (t)]n−1 =
F (t)

1− F (t)
, t ≥ 0.

于是如果更新间隔 Xi 是无界随机变量，即对所有的 t < ∞，F (t) = P (Xi ≤ t) < 1，则 m(t) < ∞ 总成
立.

注意到 Sn → ∞ a.s.，所以我们有

引理 17.1

对于确定的 t，总有 m 使得 Fm(t) = P (Sm ≤ t) < 1.

证明. 因为 E[X] = µ > 0，所以存在 ϵ > 0 使得 P (X > ϵ) > 0. 于是对任意 n 有

P (Sn ≤ nϵ) = 1− P (Sn > nϵ) ≤ 1− P (X1 > ϵ)n < 1.

于是对于确定的 t，取 m 充分大使得 t ≤ mϵ，从而 Fm(t) = P (Sm ≤ t) ≤ P (Sm ≤ mϵ) < 1.

设 m 由如上引理给出，对任何正整数 n，存在整数 k, r 使得 n = km+ r，1 ≤ r ≤ m. 所以

Fkm+r(t) ≤ Fkm(t)Fr(t) ≤ [Fm(t)]kFr(t).
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于是得到

m(t) =
∞∑

n=1

Fn(t)
∞∑
k=0

m∑
r=1

Fmk+r(t)

≤
∞∑
k=0

m∑
r=1

[Fm(t)]kFr(t)

=
1

1− Fm(t)

m∑
r=1

Fr(t) < ∞.

于是我们有

定理 17.2

对于 t ≥ 0，m(t) < ∞.

注记 17.3

我们还可以用另外一种方法证明上面定理. 由马尔可夫不等式，我们有

P (Sn ≤ t) = P (e−Sn ≥ e−t) ≤ etE[e−Sn ].

由于 X1, · · · , Xn 时独立同分布的，所以

E[e−Sn ] = E[e−
∑n

k=1 Xk ] =

n∏
k=1

E[e−Xk ] = αn,

其中 α = E[e−Xi ] < 1 (因为 µ = E[Xi] > 0，所以 P (Xi = 0) < 1). 从而

m(t) =

∞∑
n=1

Fn(t) =

∞∑
n=1

P (Sn ≤ t) ≤ et
∞∑

n=1

αn < ∞.

下面我们来看更新函数的更多性质.

定理 17.4

m(t) =
∑∞

n=1 Fn(t) 是单调不减的右连续函数.

证明. 首先，由 m(t) =
∑∞

n=1 Fn(t) 以及 Fn(t) 单调不减我们知 m(t) 也单调不减. 对任意 t ≥ 0，ϵ > 0，

由 m(t) < ∞ 我们知存在 M 使得
∞∑

n=M

Fn(t+ 1) ≤ ϵ.

分布函数 Fn 右连续，所以当 n → ∞ 时，

lim sup
n→∞

m(t+ 1/n) ≤ lim
n→∞

M∑
n=1

Fn(t+ 1/n) + ϵ

=

M∑
n=1

Fn(t) + ϵ ≤ m(t) + ϵ.

由 ϵ 的任意性以及 m(t) ≤ m(t+ 1/n) (因为) 我们知 m(t+ 1/n) → m(t).
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定理 17.5

当 t → ∞ 时，m(t) → ∞.

证明. 对于任意大的实数 M，由 limt→∞ Fn(t) = 1 以及

lim
t→∞

m(t) ≥ lim
t→∞

M∑
n=1

Fn(t) = M

即有结论成立.

定理 17.6

m(0) = F (0)/[1− F (0)].

证明. 由于更新间隔是非负的随机变量，所以

Fn(0) = P (Sn = 0) = P (X1 = 0, X2 = 0, · · · , Xn = 0)

= P (X = 0)n = [F (0)]n.

从而

m(0) =

∞∑
n=1

Fn(0) =

∞∑
n=1

[F (0)]n =
F (0)

1− F (0)
.

17.2 更新流

类似于把泊松过程称为泊松流，在实际问题中，人们也称更新过程 {N(t)} 的更新时刻

S0 = 0, Sj = X1 +X2 + · · ·+Xj , j = 1, 2, · · ·

为更新流. 称事件按更新流 {Sj} 发生，意指事件按更新过程 {N(t)} 发生.

命题 17.7

用 {Xj} 表示更新过程 {N(t)} 的更新间隔. 如果 {N(t)} 具有独立增量性和平稳增量性，且
P (X1 = 0) = 0，则 {N(t)} 是泊松过程.

证明. 只要证明 X1 服从指数分布. 对于 s, t > 0，由

P (X1 > s+ t|X1 > s) = P (N(s+ t) = 0|N(s) = 0)

= P (N(s+ t)−N(s) = 0|N(s) = 0)

= P (N(s, s+ t] = 0) = P (N(t) = 0)

= P (X1 > t)

我们知 X1 具有无记忆性，所以服从指数分布.

例 17.8

单行道上汽车按更新流 {Sj} 驶过，单位是秒. 如果行人横穿该公路需要 a 秒钟，计算在 t = 0 时

到达的行人平均等待多少时间才能横穿公路.
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解. 用 Y 表示该行人的等待时间. 已知 S1 = s > a 时，E[Y ] = 0. 已知 S1 = s ≤ a 时，E[Y ] = 0. 已知
S1 = s ≤ a 时，第一辆车在 S1 = s 时刻驶过后，他白等了 s 秒，需要在 s 时重新开始等候. 这说明对
s ≤ a，Y |X1 = s 和 s+ Y 同分布. 从上面的分析得到

Y |S1 = s 和W =

{
0, s > a,

s+ Y, s ≤ a
同分布.

设 F (x) 是 S1 的分布函数，利用全概率公式我们有

E[Y ] =

∫ ∞

0

E[Y |S1 = s]dF (s)

=

∫ a

0

E[Y |S1 = s]dF (s) +

∫ ∞

a+

E[Y |S1 = s]dF (s)

=

∫ a

0

E(s+ Y )dF (s) + 0

=

∫ a

0

sdF (s) + F (a)E[Y ],

其中
∫∞
a+
表示 (a,∞) 上的积分. 于是我们得到平均等候时间

E[Y ] =
1

F (a)

∫ a

0

sdF (s) 秒.

17.3 习题

习题 17.1

证明更新函数 m(t) 和更新间隔的分布函数相互唯一确定.
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在上一讲中已经证明了结论

lim
t→∞

N(t)

t
=

1

µ
a.s..

由于 m(t) = E[N(t)]，所以自然想到有

lim
t→∞

m(t)

t
= lim

t→∞

E[N(t)]

t
=

1

µ
.

本讲我们的主要目标就是在数学上严格证明上式.

18.1 停时

定义 18.1

设 {Yn} 是随机序列，T 是取正整数值的随机变量，如果对任何正整数 n，随机事件 {T ≤ n} 由
(Y1, Y2, · · · , Yn) 唯一决定，则称 T 是 {Yn} 的停时.

由于

{T = n} = {T ≤ n} − {T ≤ n− 1},

{T > n} = Ω− {T ≤ n}.

所以，只要 T 是 {Yn} 的停时，则 {T = n} 和 {T > n} 都可以由 (Y1, · · · , Yn) 唯一决定.

例 18.2

假设 X1, X2, · · · 是独立同分布的随机变量序列，满足

P (Xi = 1) = p = 1− P (Xi = 0)�

其中 p > 0. 若我们定义
N = inf{X1 + · · ·+Xn = r},

其中我们记 inf ∅ = +∞，则 N 是 {Xn} 的停时.

定理 18.3: 瓦尔德定理

设随机变量 Y1, Y2, · · · 有相同的数学期望 µ，max1≤j≤∞ E[|Yj |] ≤ M，T 是取非负整数值的随机

变量，E[T ] < ∞，定义

ST =

T∑
j=1

Yj .

(1) 如果对于任何 j，{T ≤ j} 和 Yj+1 独立，则 E[ST ] = µE[T ]；

(2) 如果 {Yn} 相互独立，T 是 {Yn} 的停时，则 E[ST ] = µE[T ].
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证明. (1) 先设 {Yj} 是非负的随机序列. 用 I[T ≥ j] 表示事件 {T ≥ j} 的示性函数，则 I[T ≥ j] =

1− I[T ≤ j − 1] 与 Yj 独立，且

ST =

T∑
j=1

Yj =

T∑
j=1

YjI[T ≥ j] =

∞∑
j=1

YjI[T ≥ j].

在上式两边求数学期望，利用单调收敛定理和定理 2.9，以及 I[T ≥ j] 与 Yj 的独立性，我们有

E[ST ] =

∞∑
j=1

E[Yj ]E[I[T ≥ j]] ≤
∞∑
j=1

MP (T ≥ j) = ME[T ] < ∞.

对于一般的 {Yj}，引入非负随机变量

Y +
j = (|Yj |+ Yj)/2, Y

−
j = (|Yj | − Yj)/2,

则 Yj = Y +
j − Y −

j ，我们有

ST =

∞∑
j=1

Y +
j I[T ≥ j] =

∞∑
j=1

Y −
j I[T ≥ j].

因为 I[T ≥ j] 与 Y +
j , T−

j 分别独立，E[Y +
j ] + E[Y −

j ] = E[|Yj |] ≤ M，所以上面两个求和项的数学

期望都有限. 于是

E[ST ] =

∞∑
j=1

E[Y +
j ]P (T ≥ j)−

∞∑
j=1

E[Y −
j ]P (T ≥ j)

=

∞∑
j=1

E[Y +
j − Y −

j ]P (T ≥ j)

=

∞∑
j=1

µP (T ≥ j)

= µE[T ].

(2) 由停时的定义和 (1) 直接可得.

习题 18.1

一副 52 张的扑克牌进行了洗牌，而后每次将一张牌翻开正面朝上. 对于 i = 1, 2, · · · , 52，定义 Xi

为 1，如果第 i 张翻开的牌是 A，否则定义为 0. 同时记 N 为直到四个 A 全出现时所翻开的牌数.
问方程

E[

N∑
i=1

Xi] = E[N ]E[Xi]

是否成立？如果不成立的话，为什么我们不能应用瓦尔德定理？
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18.2 基本更新定理

命题 18.4

用 SN(t)+1 表示 t 以后的第一个更新时刻.

(1) 对于任何 t，T = N(t) + 1 是 X1, X2, · · · 的停时；

(2) 当 µ = E[X1] < ∞ 时，有 E[SN(t)+1] = µ(m(t) + 1)；

(3) 如果 Xj 有界，|Xj | ≤ M，则 m(t)/t → 1/µ.

证明. (1) 对于任何 n ≥ 1，事件

{T ≤ n} = {N(t) < n} = {Sn > t}

由 Sn =
∑n

j=1 Xj 唯一决定，所以 T 是 X1, X2, · · · 的停时.

(2) 因为 E[T ] = m(t) + 1 < ∞，E[Xj ] = µ，SN(t)+1 = ST，应用瓦尔德定理我们有

E[SN(t)+1] = µE[T ] = µ(m(t) + 1).

(3) 用 SN(t) 表示更新过程在 t 以前的最后一次更新时刻，则有 SN(t) ≤ t < SN(t)+1. 因为 |Xj | ≤ M，

所以有 SN(t)+1 −M ≤ SN(t)，于是

SN(t)+1 −M ≤ t < SN(t)+1.

求数学期望后得到

µ(m(t) + 1)−M ≤ t ≤ µ(m(t) + 1).

两边同时除以 m(t)，让 m(t) → ∞ 我们有 t/m(t) → µ. 于是我们有结论成立.

定理 18.5: 基本更新定理

如果平均更新间隔 µ = E[X1] < ∞，则更新函数 m(t) 满足

lim
t→∞

m(t)

t
=

1

µ
.

证明. 由 t < SN(t)+1 我们得到 t ≤ µ(m(t) + 1)，从而有

lim inf
t→∞

m(t)

t
≥ 1

µ
.

只需再证明 lim supt→∞
m(t)
t ≤ 1

µ . 对于正整数 M 和 j = 1, 2, · · ·，引入随机变量

X̃j =

{
Xj , 当 Xj ≤ M,

M, 当 Xj > M.

记其数学期望 µM = E[X̃j ]. 用 Ñ(t) 和 {S̃j} 分别表示以 {X̃j} 为更新间隔的更新过程和更新流，用
m̃(t) = E[Ñ(t)] 表示更新函数. 由于 X̃j ≤ Xj，所以

N(t) = #{j|Sj ≤ t} ≤ #{j|S̃j ≤ t} = Ñ(t),
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从而得到 m(t) ≤ m̃(t). 利用命题 18.4 我们有

lim sup
t→∞

m(t)

t
≤ lim sup

t→∞

m̃(t)

t
=

1

µM
.

令 M → ∞，由命题 18.4 我们有 µM → µ，从而得证.

注记 18.6

当 µ = ∞ 时，同样的讨论可知此时基本更新定理依然成立. (此时 µM → ∞.)

基本更新定理表明更新函数 m(t) 和 t/µ 是同阶无穷大，

m(t)

t/µ
→ 1, 当 t → ∞ 时.
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19.1 布莱克威尔定理

在基本更新定理中，如果更新函数严格单调上升，有连续的导函数 m′(t)，利用洛必达法则得到

lim
t→∞

m′(t) = lim
t→∞

m(t)

t
=

1

µ
.

于是对任何非负常数 a < b，利用中值定理知道有 ct 使得

lim
t→∞

[m(b+ t)−m(a+ t)] = lim
t→∞

m′(a+ t+ ct)(b− a)

=
b− a

µ
.

在一般得情况下，m(t) 是 [0, t] 中的平均更新次数. 因为 µ 是平均更新间隔，所以对充分大的 t，t/µ

也近似等于 [0, t] 中的平均更新次数，也就是说对充分大的 t 有

m(t) ≈ t

µ
.

从而得到

m(b+ t)−m(a+ t) ≈ b+ t

µ
− a+ t

µ
=

b− a

µ
.

令 t → ∞，形式上也得到
lim
t→∞

[m(b+ t)−m(a+ t)] =
b− a

µ
.

定义 19.1

如果随机变量 X 只在正常数 d 的倍数上取值：

∞∑
n=0

P (X = nd) = 1,

则称 X 是格点随机变量. 如果 d 是使得上式成立的最大正数，则称 d 是 X 的周期.

如果 X 是有周期 d 的非负格点随机变量，更新间隔 {Xj} 来自总体 X，则所有的 Xj 都是格点随机

变量，从而到达时刻 Sn 也都是格点随机变量. 这时更新只可能在 t = nd 处发生. 当 n 充分大时，可以

理解有

m(nd) ≈ nd

µ
,

于是得到

m(nd)−m(nd− d) ≈ nd

µ
− nd− d

µ
=

d

µ
.

令 n → ∞，形式上得到
m(nd)−m(nd− d) → d/µ.

注意，m(nd)−m(nd− d) = E[N(nd− d, nd]] 是 (nd− d, nd] 中的平均更新次数，从而是 t = nd 处的平

均更新次数.
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定理 19.2: 布莱克威尔定理

设 µ = E[X1] 是更新过程的平均更新间隔.

(1) 如果 X1 不是格点随机变量，则对 b > a ≥ 0，当 t → ∞ 时，

m(b+ t)−m(a+ t) → b− a

µ
;

(2) 如果格点随机变量 X1 有周期 d，则当 t → ∞ 时，

m(nd)−m(nd− d) → d

µ
.

注记 19.3

我们可以如下利用布莱克威尔定理证明基本更新定理. 如果 X 是非负非格点随机变量，取 bn =

m(n+ 1)−m(n). 由布莱克威尔定理，当 n → ∞ 时 bn → 1/µ，于是我们知

lim
n→∞

1

n
m(n) =

1

n

n−1∑
k=0

bk =
1

µ
.

对于任意 t > 0，设 [t] 为 t 的整数部分，由 m(t) 的单调性我们知

[t]

t

m([t])

[t]
≤ m(t)

t
≤ [t] + 1

t

M([t] + 1)

[t] + 1
.

令 t → ∞ 我们知当 t → ∞ 时，m(t)/t → 1/µ. 如果 X 是有周期 d 的非负格点随机变量，取

bn = M((n+ 1)d)−M(nd)，和上类似讨论可得.

19.2 关键更新定理

设 h(t) 是 [a, b) 上的函数，如果
∫ b

a
|h(t)|dt < ∞，则称 h(t) 在 [a, b) 上可积，或称 h(t) 是 [a, b) 上

的可积函数.

命题 19.4

对于 [0,∞) 上的可积函数 h(s)，当 M → ∞ 时，有∫ ∞

M

|h(s)|ds → 0.

设 h(t) 是 [0,∞) 上的非负函数. 对于 a > 0，用 mn(a) 和 mn(a) 分别表示 h(t) 在 [(n− 1)a, na] 中

的上确界和下确界. 如果对 a > 0，
∑∞

n=1 mn(a) < ∞，且

lim
a→0

∞∑
n=1

amn(a) = lim
a→0

∞∑
n=1

amn(a) < ∞.

则称 h(t) 直接黎曼可积.
直接黎曼可积函数是 [0,∞) 上的可积函数. 但是 [0,∞) 上的可积函数不一定直接黎曼可积.
如果能将 [0,∞) 分成有限段的并，使得 h(t) 在各段上有界且单调可积，则 h(t) 直接黎曼可积. 如果

z 在 [0,∞) 上可积且存在一个直接黎曼可积函数 g 使得 z ≤ g，则 z 是直接黎曼可积的.
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定理 19.5: 关键更新定理

设 µ = E[X1] < ∞ 是平均更新间隔. 如果 X1 不是格点随机变量，则对 [0,∞) 上的任何直接黎曼

可积函数 h(s)，有

lim
t→∞

∫ t

0

h(t− x)dm(x) =
1

µ

∫ ∞

0

h(s)ds.

证明. 只对更新密度 m′(t) 连续有界的情形给出证明. 设 supt m
′(t) + 1/µ ≤ M0，由基本更新定理和洛必

达法则知道 m′(t) → µ−1. 对于充分大的 t，有 M > 0 使得

sup
0≤s≤M

|m′(t− s)− µ−1| < ϵ,
1

µ

∫ ∞

t

h(s)ds = o(1), t → ∞.

于是当 t → ∞ 时，有

|
∫ t

0

h(t− x)dm(x)− 1

µ

∫ ∞

0

h(s)ds|

=|
∫ t

0

h(s)m′(t− s)ds− 1

µ

∫ t

0

h(s)ds+ o(1)|

≤
∫ t

0

h(s)|m′(t− s)− µ−1|ds+ o(1)

≤
∫ M

0

h(s)|m′(t− s)− µ−1|ds+
∫ t

M

h(s)|m′(t− s)− µ−1|ds+ o(1)

≤ϵ

∫ ∞

0

h(s)ds+M0

∫ ∞

M

h(s)ds+ o(1).

在上式左端令 t → ∞，然后在右端令 M → ∞，最后令 ϵ → 0，我们知上式左端趋于 0.

注记 19.6

如果 X1 是周期 d 的格点随机变量，那么可以证明

lim
t→∞

∫ t

0

h(t− x)dm(x) =
d

µ

∞∑
k=0

z(t+ kd).

推论 19.7

设 µ = E[X1] < ∞，X1 不是格点随机变量，则对 [0,∞) 上单调不增的非负函数 h(t)，有

lim
t→∞

∫ t

0

h(t− x)dm(x) =
1

µ

∫ ∞

0

h(s)ds.

证明. 因为 h(s) 是单调不减的非负函数，所以它在 [0,∞) 中可积时，必然直接黎曼可积，这时结论成立.
下面对 [0,∞) 上的积分等于无穷的 h(s)，验证

lim
t→∞

∫ t

0

h(t− x)dm(x) = ∞.

对 n ≥ 1，定义

hn(s) =

{
h(s), 当 s ≤ n,

0, 当 s > n,
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则有 hn(s) ≤ h(s). hn 在 [0,∞) 上单调不增非负可积，于是得到

lim
t→∞

∫ t

0

h(t− x)dm(x) ≥ lim
t→∞

∫ t

0

hn(t− x)dm(x)

=
1

µ

∫ ∞

0

hn(s)ds

=
1

µ

∫ n

0

h(s)ds.

令 n → ∞ 即得.
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第20讲 更新方程

20.1 卷积及其性质

为了方便地得到更新方程的性质，先介绍一点卷积的基本性质. 我们规定用
∫ b

a
表示在闭区间 [a, b]

上的积分.
本节中所讨论的函数当自变量在 (−∞, 0) 中变化时，取值都是 0.

定义 20.1

设非负随机变量 X，Y 独立，分别有分布函数 F (x)，G(x)，则 U = X + Y 有分布函数

F ∗G(t) = P (X + Y ≤ t)

=

∫ t

0

P (X + Y ≤ t|Y = s)dG(s)

=

∫
F (t− s)dG(s).

称 F ∗G(t) 为 F 与 G 的卷积.

由于 X + Y = Y +X，所以有

F ∗G(t) = G ∗ F (t).

再设 Z ≥ 0，有分布函数 H，与 X,Y 独立，则 X + Y + Z = U + Z 有分布函数 (F ∗ G) ∗ H. 利用
(X +Y )+Z = X +(Y +Z)，我们有 (F ∗G) ∗H −F ∗ (G ∗H). 于是可以把 (F ∗G) ∗H 写成 F ∗G ∗H.

现在设 h(t) 是 [0,∞) 上的局部有界函数 (指在任何有限区间 [0, b) 上有界的函数)，G(t) 是 [0,∞) 上

单调不减的右连续函数，也称

h ∗G(t) =

∫ t

0

h(t− s)dG(s), t ≥ 0

为 h,G 的卷积. 令 t = 0 时得到 h ∗G(0) = h(0)G(0)，并且有

sup
0≤t≤b

|h ∗G(t)| ≤
∫ b

0

sup
0≤t≤b

|h(t)|dG(s) = sup
0≤t≤b

|h(t)|G(b),

所以 h ∗G(t) 也是 [0,∞) 上的局部有界函数. 对于另外的 [0,∞) 上单调不减的右连续函数 H，可以定义

(h ∗G) ∗H(t). 下面证明
(h ∗G) ∗H(t) = h ∗ (G ∗H)(t), t ≥ 0.

由于只需要对每个固定的 t 证明上式，所以无妨设 G 和 H 分别是 Y 和 Z 的分布函数，Y, Z 独立. 于是

E[h(t− (Y + Z))I[Y + Z ≤ t]] =

∫ t

0

E[h(t− Y − Z)I[Y + Z ≤ t]|Z = z]dH(z)

=

∫ t

0

E[h(t− Y − z)I[Y + z ≤ t]]dH(z)

=

∫ t

0

(

∫ t−z

0

h(t− y − z)dG(y))dH(z)

=

∫ t

0

h ∗G(t− z)dH(z)

= (h ∗G) ∗H(t), t ≥ 0.
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另一方面，U = Y + Z 有分布函数 G ∗H，所以又有

E[h(t− (Y + Z))I[Y + Z ≤ t]] = E[h(t− U)I[U ≤ t]]

=

∫ t

0

h(t− u)d(G ∗H)(u)

= h ∗ (G ∗H)(t).

于是得证. 从而我们可以把括号省去，得到

h ∗G ∗H(t) = h ∗ (G ∗H)(t) = (h ∗G) ∗H(t).

如果 {Xi} 是独立同分布随机变量序列，有共同的分布函数 F (x)，则用

Fn(t) = P (Sn ≤ t)

表示 Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn 的分布函数时，有

F1(t) = F (t), F2(t) = F ∗ F (t), · · · , Fn(t) = F ∗ F ∗ · · · ∗ F (t).

于是称 Fn(t) 是 F 的 n 重卷积. 对任何使得 i+ j = n 的非负整数 i, j，可以看出有公式

Fn(t) = Fi ∗ Fj(t).

另外，只要 µ = E[X1] > 0，由强大数律得到 Sn → ∞ a.s.，所以对任意 t < ∞，

lim
n→∞

Fn(t) = lim
n→∞

P (Sn ≤ t) = 0.

定理 20.2

设 F (t) 是非负随机变量 X 的分布函数，h(t) 是 [0,∞) 上的局部有界函数，G，H 是 [0,∞) 上单

调不减的右连续函数，则对 t ≥ 0，有

(1) G ∗H(t) = H ∗G(t)；

(2) h ∗ (G+H) = h ∗G+ h ∗H；

(3) h ∗G ∗H(t) = (h ∗G) ∗H(t) = h ∗ (G ∗H)(t)；

(4) limn→∞ Fn(t) = 0；

(5) 已知 F (t) 时，方程 h(t) = h ∗ F (t) 只有零解 h ≡ 0；

(6) m(t) = F (t) +m ∗ F (t)，其中 m(t) =
∑∞

k=1 Fk(t) 是更新函数.

证明. 只需要证明 (5) 和 (6). 对于任何取定的 t，由卷积的定义知道

|h ∗ Fn(t)| ≤ sup
0≤s≤t

|h(s)|Fn(t) → 0, 当 n → ∞ 时.

于是反复用 h(t) = h ∗ F (t) 得到

h(t) = h ∗ F (t) = (h ∗ F ) ∗ F (t) = h ∗ F2(t)

= · · · · · ·

= h ∗ Fn(t) → 0.
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下面我们来证明 (6)，根据单调收敛定理，我们有

m(t) = F (t) + lim
n→∞

n∑
k=2

Fk−1 ∗ F (t)

= F (t) + lim
n→∞

∫ t

0

n∑
k=2

Fk−1(t− s)dF (s)

= F (t) +

∫ ∞

0

n∑
k=2

Fk−1(t− s)dF (s)

= F (t) +

∫ t

0

m(t− s)dF (s)

= F (t) +m ∗ F (t).

从而得证.

20.2 更新方程

我们仍用 {N(t)} 表示更新间隔为 {Xi} 的更新过程. 设 h(t) 是已知的局部有界函数，F (t) 是更新

间隔 Xi 的分布函数. 未知函数 B(t) 满足的方程

B(t) = h(t) +

∫ t

0

B(t− s)dF (s) (20.1)

称为更新方程.

定理 20.3

更新方程 (20.1) 有唯一局部有界解

B(t) = h(t) +

∫ t

0

h(t− s)dm(s), (20.2)

其中 m(t) = E[N(t)] 是更新函数.

证明. 因为由 (20.2) 定义的 B(t) 满足

sup
0≤s≤t

|B(s)| ≤ sup
0≤s≤t

|h(s)|+ sup
0≤s≤t

|h(s)|m(t) < ∞,

所以是局部有界函数. 下面验证它满足 (20.1). 用 m(t) = F (t) +m ∗ F (t) 得到

B(t) = h(t) +

∫ t

0

h(t− s)dm(s)

= h(t) + h ∗m(t)

= h(t) + h ∗ F (t) + h ∗m ∗ F (t)

= h(t) + (h+ h ∗m) ∗ F (t)

= h(t) +B ∗ F (t)

= h(t) +

∫ t

0

B(t− s)dF (s).



86 20 更新方程

所以由 (20.2) 定义的 B(t) 是 (20.1) 的解. 如果 B1(t) 也是 (20.1) 的局部有界解，则局部有界函数
b(t) = B(t)−B1(t) 满足

b(t) =

∫ t

0

b(t− s)dF (s) = b ∗ F (t).

由定理 20.2 (5) 我们知 b(t) 恒等于 0，所以局部有界解是唯一存在的.

注记 20.4

注意到更新函数 m(t) 满足更新方程

m(t) = F (t) +

∫ t

0

m(t− x)dF (x).

习题 20.1

若到达间隔分布 F 是 (0, 1) 均匀分布，证明

m(t) = et − 1, 0 ≤ t ≤ 1.



87

第21讲 习题课 II
例 21.1

假设需要做的试验次数是一个均值为 λ 的泊松随机变量. 每次试验有 n 个可能的结果，出现结

果 i 的概率是 Pi，
∑n

i=1 Pi = 1，且各次试验结果相互独立. 以 Xj 记恰好出现 j 次的结果数，

j = 1, 2, · · · . 计算 E[Xj ]，Var(Xj).

例 21.2

从 t = 0 开始，汽车按强度 λ 的泊松流驶入京沪高速路，车速是独立同分布的随机变量，有共同

的分布函数 G(t). 在时刻 t，用 X 表示从北京驶往上海且位于公路段 [a, b] 的汽车数，计算 X 的

概率分布.

证明. 用 N(t)表示 [0, t]内进入高速路的车数. 已知 N(t) = n时，这 n辆车每一辆的进入时间 S 在 [0, t]

中均匀分布. 每一辆车在 t 时位于 [a, b] 的概率为

p = P (a ≤ (t− s)V ≤ b) =
1

t

∫ t

0

P (P (a ≤ (t− s)V ≤ b)ds

=
1

t

∫ t

0

[G(b/(t− s))−G(a/(t− s))]ds.

用 Yj = 1, 0 分别表示第 j 辆车位于或没位于 [a, b]，{Yj} 与 {N(t)} 独立. t 时位于 [a, b] 的车数 M =∑N(t)
j=1 Yj ∼ P(λtp).

例 21.3

设 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程，{Zj} 是相互独立的随机序列，有共同的数学期望 µ = E[Zj ]

和方差 σ2 = Var[Zj ]，并且和 {N(t)} 独立，复合泊松过程 {M(t)} 由 M(t) =
∑N(t)

j=1 Zj 定义，求

Cov(M(s),M(t)).

解. 不妨设 s < t. 注意到 M(t) =
∑N(t)

j=1 Zj 以及 M(t) 具有平稳独立增量，所以

E[M(s)M(t)] = E[M(s)(M(t)−M(s) +M(s))]

= E[M(s)(M(t)−M(s))] + E[M(s)2]

= E[M(s)]E[M(t)−M(s)] + E[M(s)2]

= λsE[Z]λ(t− s)E[Z] + λsE[Z2] + (λs)2E[Z]2.

从而

Cov(M(s),M(t)) = E[M(s)M(t)]− E[M(s)]E[M(t)]

= λsE[Z2]

= λs(σ2 + µ2).

例 21.4

设更新过程 {N(t)} 的更新间隔服从两点分布 B(1, p). 计算 P (N(k) = j).
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解. N(k) = j 说明在时间 [0, k] 中恰有 j 次更新，且第 j +1 次更新发生在 j 之后. 所以我们知前 j 次更

新有 k 次时间间隔为 1，第 j + 1 次更新时间间隔为 1. 于是我们知

P (N(k) = j) = Ck
j p

k+1(1− p)j−k.

注意到
∑∞

j=k C
k
j p

k+1(1− p)j−k = 1，所以我们知 N(k) ≥ k，a.s..

例 21.5

一个容器内含有无限多硬币. 每个硬币有各自出现正面的概率，而这些概率是独立的 (0, 1) 均匀分

布的随机变量的值. 假设我们按顺序投掷硬币，在任意时间或者掷一枚新的硬币，或者掷一个已经
用过的硬币. 如果我们的目标是掷出正面的长程比例最大，问应该如何进行？

证明. 我们要展示一个策略，其结果使在长程中掷出正面的比例等于 1. 作为开始，以 N(n) 记在前 n 次

投掷中掷出反面的次数，所以正面的长程比例，记为 Ph，有

Ph = lim
n→∞

n−N(n)

n
= 1− lim

n→∞

N(n)

n
.

考虑如下策略：开始时选取一个硬币，连续地投掷它直至出现反面为止. 此时将此硬币抛弃 (不再用它)
并选取一个新的硬币. 这种过程就如此重复. 为了计算对于这个策略 Ph，注意，一个投掷的硬币出现反

面更成了更新事件，因此由定理 16.1，

lim
n→∞

N(n)

n
= 1/E[在相继的反面之间的投掷数].

在给定投掷出正面的概率为 p 时，直至出现反面的投掷数是具有均值 1/(1 − p) 的几何随机变量. 因此，
条件给出了

E[在相继的反面之间的投掷数] =

∫ 1

0

1

1− p
dp = ∞,

上式蕴含了以概率 1 地有 limn→∞
N(n)
n = 0.

例 21.6

探险家不幸落入漆黑的溶洞，有两条路供随机选择：沿第一条路探索 2 小时可以走出溶洞，沿第

二条路摸索 1 小时返回原地. 回到原地后只能再次进行随机选择. 用 T 表示他走出溶洞所用的时

间，试用更新间隔和停时描述 T，并计算他走出溶洞平均需要的时间.

解. 认为他每次走出溶洞完成一次更新然后又走回溶洞，以此往复构成一个更新过程. 引入

Xi =

{
2, 第 i 次走出溶洞,

1, 第 i 次走回.

N = inf{i|Xi = 2} 是 {Xi} 的停时，第一个更新间隔是 T =
∑N

j=1 Xj . 于是由瓦尔德定理 E[T ] =

E[N ]E[Xi] = 2× 1.5 = 3.
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第22讲 开关系统

22.1 开关系统

引入更新间隔 Xi = Ui + Vi(i ≥ 1). 称以 Xi 为更新间隔的更新过程 {N(t)} 为交替更新过程.
在前 n 次更新中，系统处于开状态的比例是∑n

i=1 Ui∑n
i=1(Ui + Vi)

.

在引入 X = U + V，则 {Xi} 是来自总体 X 的随机变量. 设

µU = E[U ], µV = E[V ], µX = E[X] = µU + µV .

利用强大数律我们有

lim
n→∞

∑n
i=1 Ui∑n

i=1(Ui + Vi)
= lim

n→∞

1
n

∑n
i=1 Ui

1
n

∑n
i=1(Ui + Vi)

=
µU

µU + µV
a.s..

所以，我们可以想象，当 t 充分大时，“t 时开” 的概率 P (t时开) 会收敛到
µU

µU + µV
. 下面我们来证明这

个结论.
用 G(t) 表示 U1 的生存函数，用 Fn(x) = P (Sn ≤ x) 表示 Sn 的分布函数，则 F (x) = F1(x).

定理 22.1

如果 X1 不是格点随机变量，µU , µV 是正数，则

lim
t→∞

P (t 时开) =
µU

µU + µV
,

lim
t→∞

P (t 时关) =
µV

µU + µV
.

证明. 对于 t > 0，利用 {N(t) = 0} = {X1 > t} 得到

P (t 时开, N(t) = 0) = P (t 时开, X1 > t)

= P (U1 > t, X1 > t)

= P (U1 > t)

= G(t).

对于 n ≥ 1以及 s ∈ [0, t]，在条件 Sn = s下，Sn+1 = s+Xn+1 > t发生时，有 {t时开} = {Un+1 > t−s}.
这表明：对 s ≤ t，有

P (t 时开, N(t) = n|Sn = s) = P (t 时开, Sn ≤ t, Sn+1 > t|Sn = s)

= P (Un+1 > t− s, s+Xn+1 > t|Sn = s)

= P (Un+1 > t− s,Xn+1 > t− s)

= P (Un+1 > t− s) = G(t− s).
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事件 {N(t) = n}(n = 0, 1, · · · ) 构成完备事件组. 利用全概率公式和 (2.2) 我们有：

P (t 时开) = P (t 时开, N(t) = 0) +

∞∑
n=1

P (t 时开, N(t) = n)

= G(t) +

∞∑
n=1

∫ t

0

P (t 时开, N(t) = n|Sn = s)dFn(s)

= G(t) +

∞∑
n=1

∫ t

0

G(t− s)dFn(s)

= G(t) +

∫ t

0

G(t− s)dm(s). (22.1)

注意 X1 不是格点随机变量，G(s) 是单调不增函数，积分∫ ∞

0

G(s)ds = µU < ∞.

所以当 t → ∞ 时，由 G(t) → 0 和关键更新定理我们有

P (t 时开) → 1

µX

∫ ∞

0

G(s)ds =
µU

µU + µV
.

最后得到

P (t 时关) = 1− P (t 时开) → µV

µU + µV
.

从而得证.

对于 b > a ≥ 0，为了研究时间段 (a, b] 中开状态的平均长度引入

U(t) =

{
1, 当 t 是开状态,

0, 当 t 是关状态,

则

W (t) =

∫ t

0

U(s)ds

是 [0, t] 中开状态时间的长度，

W (a, b] =

∫ b

a

U(s)ds

是 (a, b] 中开状态时间的长度，E[W (a, b]] 是 (a, b] 中开状态的平均长度. 我们知

h(t) = E[U(t)] = P (t 时开)

是 (a, b] 中的黎曼可积函数.

定理 22.2

如果 µU , µV 是正数，X1 不是格点随机变量，则

lim
t→∞

E[W (a+ t, b+ t]] =
(b− a)µU

µU + µV
.

证明. 因为 {N(t)} 在 (a, b] 中只有有限次更新，所以 U(t) 的每条轨迹都是 (a, b] 中的阶梯函数，只有有

限个跳跃点，从而是黎曼可积函数. 按照黎曼积分的定义，将 (a, b] 进行 n 等分，记等分点为

a− k = a+ (b− a)k/n, k = 0, 1, 2, · · · , n.
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则有 ∫ b

a

U(s)da = lim
n→∞

ξn a.s., 其中 ξn =

n∑
k=1

b− a

n
U(ak).

因为 ξn 有界：|ξn| ≤ b− a，所以用有界收敛定理我们有

E[W (a, b]] = E[

∫ b

a

U(s)ds] = lim
n→∞

E[ξn]

= lim
n→∞

n∑
k=1

b− a

n
E[U(ak)] = lim

n→∞

n∑
k=1

b− a

n
h(ak)

=

∫ b

a

h(s)ds.

把 a, b 分别换成 a+ t, b+ t，得到

E[W (a+ t, b+ t]] =

∫ b+t

a+t

h(s)ds =

∫ b

a

h(t+ s)ds.

注意 h(t) 有界，且 limt→∞ = µU/(µU + µV )，所以再由有界收敛定理我们有

lim
t→∞

E[W (a+ t, b+ t]] = lim
t→∞

∫ b

a

h(t+ s)ds =
(b− a)µU

µU + µV
.

22.2 多个状态的系统

设一个系统有 r 个工作状态. 系统在一开始处于状态 1，在状态 1 工作 U11 时间后进入状态 2，在状
态 2 工作 U12 时间后进入状态 3，· · · · · ·，在状态 r − 1 工作 U1,r−1 时间后进入状态 r，在状态 r 工作

U1r 时间后完成一次循环，重新进入状态 1.
用 µi = E[Ui] 表示一个循环中系统处于第 i 个状态的平均时间长度.

定理 22.3

如果 X 不是格点随机变量，数学期望 µ = E[X] ∈ (0,∞)，则

lim
t→∞

P (t 时处于状态 j) =
µj

µ1 + · · ·+ µr
.

证明. 当 j = 1 时，把状态 1 称为开状态，把其余的状态统称为关状态. 这相当于在开关系统中

Ui = Ui1, Vi = Ui2 + · · ·+ Uir, i = 1, 2, · · · .

利用定理 22.1 我们有结论成立.
当 j = r 时，把状态 1, 2, · · · , r − 1 都称为开状态，把状态 r 称为关状态. 这相当于在开关系统中

Ui = Ui1 + · · ·+ Ui,r−1, Vi = Uir, i = 1, 2, · · · .

利用定理 22.1 我们有结论成立.
当 1 < j < r 时，对 i = 1, 2, · · ·，引入

Ui = Ui1 + · · ·+ Ui,j−1, Wi = Uij , Vi = Ui,j+1 + · · ·+ Uir,

则 Xi = Ui +Wi + Vi. 将 {N(t)} 视为有 U,W, V 三种状态的工作状态，则有

P (t时处于状态 U) + P (t时处于状态 W ) + P (t时处于状态 V ) = 1.
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由上面刚得到的结论我们有

lim
t→∞

P (t时处于状态 j) = lim
t→∞

P (t时处于状态 W )

=1− lim
t→∞

P (t时处于状态 U)− lim
t→∞

P (t时处于状态 V )

=1− µ1 + · · ·+ µj−1

µ1 + µ2 + · · ·+ µr
− µj+1 + · · ·+ µr

µ1 + µ2 + · · ·+ µr

= =
µj

µ1 + µ2 + · · ·+ µr
.
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用非负随机变量 X 表示某种设备的使用寿命. 则时间 t 时服役的设备的更新时刻为 t 以前的最后一

次更新时刻 SN(t)，寿终时刻为 t 之后的第一次更新时刻 SN(t)+1. 同样地我们定义

A(t) = t− SN(t), R(t) = SN(t)+1 − t.

A(t) 是 t 时服役的部件的使用年龄，R(t) 是 t 时服役的部件的剩余寿命. 以后将 A(t) 简称为 年龄，将

R(t) 简称为 剩余寿命.
用 F (y) 表示更新间隔 Xi 的分布函数：F (y) = P (Xi ≤ y). 用 µ = E[Xi] 表示 Xi 的数学期望. 下

面设 µ ∈ (0,∞).

23.1 年龄 A(t) 的分布

设一个工作系统的某易损部件有独立同分布的使用寿命 X1, X2, · · · . 部件损坏后立即更新，相应的
更新过程是 {N(t)}. 对于固定的 y > 0，设每个部件的试用期为 y，试用期后进入工作期. 让我们把试用
期称为开状态，把工作期称为关状态. 一个部件的使用寿命如果小于 y，则只有开状态，没有关状态.
用数学符号表示出来：第 i 个部件的试用期是是 Ui = min(y,Xi)，工作期是 Vi = Xi − Ui. 可以看

出 (Ui, Vi) (i = 1, 2, · · · ) 是独立同分布的随机向量序列，Xi = Ui + Vi. 对于 {N(t)} 来讲，t 时为开状态

的充分必要条件是 t 时的服役部件的年龄 A(t) ≤ y，即有

{A(t) ≤ y} = {t 时是开状态}.

根据定理 22.1，如果 Xi 不是格点随机变量，则

lim
t→∞

P (A(t) ≤ y) = lim
t→∞

P (t 时开) =
E[U1]

µ
.

因为

E[U1] = E[min(y,X1)] =

∫ ∞

0

P (min(y,X1) > s)ds

=

∫ ∞

0

P (y > s,X1 > s)ds =

∫ y

0

P (X1 > s)ds

=

∫ y

0

F (s)ds,

所以有

lim
t→∞

P (A(t) ≤ y) =
1

µ

∫ y

0

F (s)ds.

也就是说，对于较大的 t，年龄 A(t) 的分布函数可以用

FA(y) =
1

µ

∫ y

0

F (s)ds, y ≥ 0

近似，其中 µ = E[Xi].

23.2 剩余寿命 R(t) 的分布

如果认为易损部件在寿终前的 y 小时进入异常状态，并把异常状态称为关状态，把异常之前的正常

状态称为开状态，则第 i 个部件的关状态时间长为 Vi = min(y,Xi)，开状态时间长为 Ui = Xi − Vi.
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可以看出 (Ui, Vi) (i = 1, 2, · · · ) 也是独立同分布的随机向量序列，X1 = Ui + Vi. {N(t)} 是以 {Xi}
为更新间隔的更新过程. 对于 {N(t)} 来讲，t 时是关状态的充分必要条件是 t 时服役部件的剩余寿命

R(t) ≤ y，即

{R(t) ≤ y} = {t 时是关状态}.

根据定理 22.1，如果 Xi 不是格点随机变量，则

lim
t→∞

P (R(t) ≤ y) = lim
t→∞

P (t 时关) =
E[V1]

µ
.

因为

E[Vi] = E[min(y,X1)] =

∫ y

0

F (s)ds,

所以得到

lim
t→∞

P (R(t) ≤ y) =
1

µ

∫ y

0

F (s)ds.

也就是说，对于较大的 t，剩余寿命 R(t) 的分布函数也可以用

FR(y) =
1

µ

∫ y

0

F (s)ds, y ≥ 0

近似，其中 µ = E[Xi].

23.3 t 时服役部件的寿命分布

t 时服役部件的寿命是该部件在 t 是的年龄和剩余寿命之和：

XN(t)+1 = A(t) +R(t) = SN(t)+1 − SN(t).

对于确定的 y > 0，为了得到 XN(t)+1 的极限分布，利用示性函数 1[·] 定义

Ui = Xi1[Xi > y], Vi = XiI[Xi ≤ y], i = 1, 2, · · · .

于是 (Ui, Vi) (i = 1, 2, · · · ) 是独立同分布的随机向量，且 Xi = Ui + Vi. 用 {N(t)} 表示以 {Ui} 为开状
态，以 {Vi} 为关状态的开关系统. 对于更新过程 {N(t)} 来讲，一个部件的使用寿命 ≤ y 时，这个部件

就一直处于关状态，否则一直处于开状态. 于是服役部件在 t 时处于关状态的充分必要条件是其使用寿命

XN(t)+1 ≤ y，即

{XN(t)+1 ≤ y} = {t 是关状态}.

根据定理 22.1，如果 Xi 不是格点随机变量，则

lim
t→∞

P (XN(t)+1 ≤ y) = lim
t→∞

Pt(t 时关) =
E[V1]

µ
.

注意到

E[V1] = E[X1I[X1 ≤ y]] =

∫ y

0

sdF (s).

所以得到

lim
t→∞

P (XN(t)+1 ≤ y) =
1

µ

∫ y

0

sdF (s).

也就是说，对于较大的 t，t 时服役部件的使用寿命可以用

FX(y) =
1

µ

∫ y

0

sdF (s)

近似，其中 µ = E[Xi].
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23.4 SN(t) 的分布函数

我们知 SN(t) 是 t 之前的最后一次更新时刻. 利用 S0 = 0，{N(t) = n} = {Sn ≤ t, Sn+1 > t}，对
x ∈ [0, t] 得到

P (SN(t) ≤ x) = P (S0 ≤ x,N(t) = 0) +

∞∑
n=1

P (Sn ≤ x,N(t) = n)

= P (X1 > t) +

∞∑
n=1

P (Sn ≤ x, Sn+1 > t)

= F (t) +

∞∑
n=1

∫ ∞

0

P (Sn ≤ x, Sn +Xn+1 > t|Sn = s)dFn(s)

= F (t) +

∞∑
n=1

∫ x

0

P (Xn+1 > t− s)dFn(s)

= F (t) +

∫ x

0

F (t− s)dm(s).

再由此得到 A(t) 的生存函数

P (A(t) > x) = P (t− SN(t) > x) = P (SN(t) < t− x)

= F (t) +

∫ (t−x)−

0

F (t− s)dm(s), 0 ≤ x ≤ t,

其中
∫ b−
a
表示区间 [a, b) 上的积分.

23.5 总结

定理 23.1

设 {Xi} 是更新过程 {N(t)} 的更新间隔，m(t) = E[N(t)] 是更新函数，F (s) = P (X1 > s)，

µ = E[X1] ∈ (0,∞)，则

(1) SN(t) 有分布函数

FSN(t)
(x) = P (SN(t) ≤ x) = F (x) +

∫ s

0

F (t− s)dm(s), 0 ≤ x ≤ t;

(2) A(t) 有生存函数

FA(t)(x) = F (t) +

∫ (t−x)−

0

F (t− s)dm(s);

(3) 当 X1 不是格点随机变量时，有

lim
t→∞

P (A(t) ≤ y) =
1

µ

∫ y

0

F (s)ds,

lim
t→∞

P (R(t) ≤ y) =
1

µ

∫ y

0

F (s)ds,

lim
t→∞

P (XN(t)+1 ≤ y) =
1

µ

∫ y

0

sdF (s).
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由定理 23.1 (1) 得到

P (SN(t) = 0) = F (t) + F (t)m(0) = F (t)[1 +m(0)].

这说明 SN(t) 一般不是连续型随机变量.
另外，在式

FSN(t)
(x) = P (SN(t) ≤ x) = F (x) +

∫ s

0

F (t− s)dm(s), 0 ≤ x ≤ t;

中关于 x 微分，我们有

dFSN (t)(x) = F (t− x)dm(x), 0 < x ≤ t.

注意 SN(t) = 0 表示 (0, t] 中没有更新发生，所以 F (x) 连续时，

{SN(t) = 0} = {X1 > t}.

对于开关系统，在条件 SN(t) = 0 下，U1 > t 表示系统的第一次开关状态还没有结束，所以当 F (x)

连续时，

P (t 时开|SN(t) = 0) = P (U1 > t|X1 > t) =
P (U1 > t)

P (X1 > t)
.

用 NY (t)表示以 {Yi}为更新间隔的更新过程，对于更新时刻 ξn = Y1+Y2+ · · ·+Yn 和 n ≥ 1，t ≥ 0，

于是

{ξn−1 ≤ t < ξn} = {NY (t) = n− 1}.

例 23.2

甲一开始为自己的手机充值 b 元，并决定只要发现手机余额小于 a 元就立即充值到 b 元，以此

类推. 假设他的通话间隔是独立同分布的随机变量 {Xi}，每次的通话费是独立同分布的随机变量
{Yi}，与 {Xi} 独立. 将通话时间忽略不记时，对于充分大的 t，估算 t 时手机中至少有 x 元余额

的概率 p.

解. 用 ξn = Y1 + Y2 + · · ·+ Yn 表示前 n 次通话的总消费. 设第 Na 次通话后的余额首次少于 a 元，则有

{Na = n} = {b− ξn−1 ≥ a, b− ξn < a}

= {ξn−1 ≤ b− a < ξn} = {NY (b− a) = n− 1}

= {NY (b− a) + 1 = n}

于是得到 Na = NY (b−a)+1. 现把每次充值视为一次更新，第一个更新间隔为 Z1 =
∑Nn

i=1 Xi. 对 x ≥ a，

将上面的 a 换成 x，就知道第 Nx = NY (b− x) + 1 次通话后余额首次少于 x 元，并且 U1 =
∑Nx

i=1 Xi 是

余额首次少于 x 元的时间. 将余额大于 x 元的时间段称为开状态，少于等于 x 元的时间段称为关状态，

则有

p ≈ lim
t→∞

P (t 时开) =
E[U1]

E[Z1]
.

Na, Nx 由 Yi 决定，与 {Xi} 独立. 用瓦尔德定理我们有

E[Z1] = E[Na]E[X1] = (mG(b− a) + 1)E[X1],

E[U1] = E[Nx]E[X1] = (mG(b− x) + 1)E[X1].

其中的 mG(t) = E[NY (t)] 是 NY (t) 的更新函数. 从而我们有

p ≈ 1 +mG(b− x)

1 +mG(b− a)
.
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定义 24.1

称随机变量 X 随机小于随机变量 Y，如果对于一切 s，P (X ≤ s) ≥ P (Y ≤ s). 当 X 随机小于 Y

时，也称 Y 随机大于 X.

命题 24.2

如果非负随机变量 X 随机小于 Y，则 Y 是非负随机变量，并且有

E[X] ≤ E[Y ].

证明. 设 X,Y 分别有生存函数 F (s) = P (X > s)，G(s) = P (Y > s)，则对任意 s，G(s) ≥ F (s). 于是有

P (Y ≥ 0) = G(0−) ≥ F (0−) = 1.

所以 Y 是非负随机变量，并且有

E[Y ] =

∫ ∞

0

G(s)ds ≥
∫ ∞

0

F (s)ds = E[X].

24.1 A(t), R(t) 和更新间隔的比较

例 24.3

设 {Xi} 独立同分布，共同的密度函数是

F ′(x) = f(x) =
1√
2πx

e−x/2, x ≥ 0.

这是 1 个自由度的卡方分布的密度，µ = E[X1] = 1. 用 η 表示以

FA(x) =
1

µ

∫ x

0

F (x)dx

为分布函数的随机变量. 利用洛必达法则得到

lim
x↓0

F (x)

FA(x)
= lim

x↓0

µf(x)

1− F (x)
= ∞.

所以对于充分小的正数 x0，F (x0) > FA(x0). 利用

lim
t→∞

P (A(t) ≤ x) = FA(x)

我们知，当 t 充分大时，有

P (A(t) ≤ x0) < P (X1 ≤ x0).

所以 A(t) 并不随机小于 X1.

类似地可以举例说明对于充分大的 t，R(t) 也不必随机小于更新间隔 X1.
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24.2 XN(t)+1 随机大于更新间隔

首先由定理 23.1 (1) 和 SN(t) ≤ t 得到

F (t) +

∫ t

0

F (t− s)dm(s) = P (SN(t) ≤ t) = 1.

用 {Xi} 表示更新间隔，引入

Ui = Xi1[Xi > x], Vi = Xi1[Xi ≤ x], i = 1, 2, · · · ,

则 (Ui, Vi) (i = 1, 2, · · · ) 是独立同分布的随机向量序列，使得 Xi = Ui + Vi. 这时，{N(t)} 又是以 {Ui}
为开状态，以 {Vi} 为关状态的开关系统. 于是 t 时间服役的部件在 t 时处于开状态的充分必要条件是其

使用寿命 XN(t)+1 > x，即

{XN(t)+1 > x} = {t 是开状态}.

U1 的生存函数 G(t) 满足

G(t) = P (U1 > t) = P (X1 > x,X1 > t)

≥ P (X1 > x)P (X1 > t) = F (x)F (t), t ≥ 0.

从而由 (22.1) 我们有

P (XN(t)+1 > x) = P (t 时开)

= G(t) +

∫ t

)

G(t− s)dm(s)

≥ F (x)F (t) +

∫ t

0

F (x)F (t− s)dm(s)

= F (x)[F (t) +

∫ t

0

F (t− s)dm(s)]

= F (x).

这就证明了 XN(t)+1 随机大于更新间隔 Xi. 于是我们对 XN(t)+1 的期望也大于对 Xi 的期望，即

E[XN(t)+1] ≥ E[Xi].

24.3 EA(t), E(R(t)) 和 EXN(t)+1 的极限

下面证明

lim
t→∞

E[XN(t)+1] =
E[X2]

µ
.

引入符号 a ∨ b = max(a, b)，则 U = XI[X > x] 有生存函数

G(t) = P (X > x,X > t) = F (x ∨ t).

由 (22.1) 我们有：

P (XN(t)+1 > x) = P (t 时开)

= G(t) +

∫ t

0

G(t− s)dm(s)

= F (x ∨ t) +

∫ t

0

F (x ∨ (t− s))dm(s).
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引入函数

h(t) =

∫ ∞

0

F (x ∨ t)dx,

其为 t 的单调不增非负函数. 利用定理 2.10 我们可以得到

E[XN(t)+1] =

∫ ∞

0

P (XN(t)+1 > x)dx

=

∫ ∞

0

F (x ∨ t)dx+

∫ ∞

0

(

∫ t

0

F (x ∨ (t− s))dm(s))dx

= h(t) +

∫ t

0

(

∫ ∞

0

F (x ∨ (t− s))dx)dm(s)

= h(t) +

∫ t

0

h(t− s)dm(s).

当 t → ∞ 时，用 µ = E[X1] < ∞ 我们得到

h(t) =

∫ t

0

F (t)dx+

∫ ∞

t

F (x)dx

= tF (t) +

∫ ∞

t

F (x)dx

≤
∫ ∞

t

xdF (x) +

∫ ∞

t

F (x)dx → 0.

如果 X 不是格点的，利用关键更新定理得到

lim
t→∞

∫ t

0

h(t− s)dm(s) =
1

µ

∫ ∞

0

h(t)dt

=
1

µ

∫ ∞

0

(

∫ ∞

0

F (x ∨ t)dx)dt

=
1

µ
(

∫ t

0

F (t)dx+

∫ ∞

t

F (x)dx)dt

=
1

µ
[

∫ ∞

0

tF (t)dt+

∫ ∞

0

(

∫ x

0

F (x)dt)dx] (交换积分次序)

=
1

µ

∫ ∞

0

2tF (t)dt

= E[X2]/µ.

所以当 µ < ∞ 时，limt→∞ E[XN(t)+1] =
E[X2]

µ .

定理 24.4

设 {Xi} 是更新过程 {N(t)} 的更新间隔，µ = E[X1] ∈ (0,∞). 如果 X1 不是格点随机变量，则有

以下结论：

(1) limt→∞ E[XN(t)+1] = E[X2
1 ]/µ；

(2) limt→∞ E[A(t)] = E[X2
1 ]/(2µ)；

(3) limt→∞ E[R(t)] = E[X2
1 ]/(2µ)；

(4) limt→∞[m(t)− t/µ+ 1] = E[X2
1 ]/(2µ

2).

在上面的结论中，如果 E[X2
1 ] = ∞，则等式两边都是正无穷.
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证明. 可以用证明 (1) 的方法证明 (2) 和 (3). 下面证明 (4)，利用 R(t) = SN(t)+1 − t 和命题 18.4 (2) 我
们有

E[R(t)] = E[SN(t)+1]− t = (m(t) + 1)µ− t.

于是用结论 (3) 我们有
m(t)− t/µ+ 1 = E[R(t)]/µ → E[X2]/(2µ2).

在更新过程中，如果更新间隔 Xi 的方差 σ2 = Var(X1) > µ2. 则有

E[X2]

2µ
=

σ2 + µ2

2µ
>

µ2 + µ2

2µ
= µ.

于是对于充分大的 t，有

E[A(t)] > µ, E[R(t)] > µ.

也就是说 t 时服役部件的平均年龄或平均剩余寿命，都有可能大于同类备用部件的平均寿命 µ.
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第25讲 更新方程的应用

25.1 更新过程的汇合

设 N1 和 N2 是两个具有相同分布 F，相互独立的时间间隔为非格点随机变量的更新过程. 记它们的
汇合 Ñ(t) = M1(t) +N2(t). 注意到一般情况下 Ñ 不是一个更新过程. 实际上，我们有

定理 25.1

Ñ 是一个更新过程当且仅当 N1 和 N2 是泊松过程.

证明. 如果 N1 和 N2 是强度为 λ 的泊松过程. 则我们有 Ñ 是强度 2λ 的泊松过程. 反过来，设 Ñ

是一个更新过程，记 {Xn(1)}，{Xn(2)} 和 {X̃n} 分别是过程 N1，N2 和 Ñ 的时间间隔. 显然 X̃1 =

min{X1(1), X1(2)}，于是 X̃1 的分布函数 F̃ 满足

1− F̃ (y) = [1− F (y)]2.

记 R1(t)，R2(t) 和 R̃t 是 N1，N2 和 Ñ 在时刻 t 的剩余寿命. 显然 R̃(t) = min{R1(t), R2(t)}，于是

P (R̃(t) > y) = P (R1(t) > y)2.

让 t → ∞ 我们有
1

µ̃

∫ ∞

y

[1− F̃ (x)]dx =
1

µ2
(

∫ ∞

y

[1− F (x)]dx)2,

其中 µ̃ = E[X̃1]，µ = E[X1(1)]. 对上式关于 y 求导我们有

1

µ̃
[1− F̃ (y)] =

2

µ2
[1− F (y)]

∫ ∞

y

[1− F (x)]dx

=
1

µ̃
[1− F (y)]2.

于是

1− F (y) =
2µ̃

µ2

∫ ∞

y

[1− F (x)]dx.

解上面的积分方程，我们有

F (y) = 1− exp(− 2µ̃

mu2
y).

于是 N1 和 N2 的时间间隔服从指数分布，从而 N1 和 N2 是泊松过程.

25.2 分支过程

一种生物的个体在寿终时以概率 pi 分裂成 i 个后代. 所有后代独立成活，寿终时又以概率 pi 分裂成

i 个后代. 如果这种生物的寿命是来自总体 T 的随机变量，我们关心随着时间的推移，生物钟总数的平均

增长情况.
先考虑一个生物的分裂问题. 将这个生物的降生时刻记为零时刻，用 X(t) 表示 t 时刻该生物的后代

数目，{X(t)} 被称为 分支过程. 我们讨论 EX(t) 的增长速度. 用 Y 表示 {pi} 为概率分布的随机变量，
则每个生物寿终时平均分裂成

µY = E[Y ] =

∞∑
i=0

ipi

个生物.
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命题 25.2

对于分支过程 {X(t)}，设 X(0) = 1，用 T1 表示第一个体的寿命. 如果 P (T1 > 0) = 1，则有

E[X(t)|T1 = s] =

{
1, 当 0 ≤ t < s,

µY E[X(t− s)] 当 0 < s ≤ t.

证明. 用 Y1 表示第一个个体寿终时分裂出的后代数. 已知 T1 = s > t ≥ 0 时，t 时只有一个个体，故

X(t) = 1. 已知 T1 = s ≤ t 时，如果在 s 时刻该个体分裂成了 i 个个体，则 Y1 = i. 这 i 个个体独立生

存，并且从 s 开始计时，经过 t − s 时间，这 i 个个体的平均后代数为 iE[X(t − s)]. 于是对 0 < s ≤ t，

由定理 2.16 我们有

E[X(t)|T1 = s] =

∞∑
i=1

E[X(t)|T1 = s, Y1 = i]P (Y1 = i|T1 = s)

∞∑
i=0

iE[X(t− s)]pi = µY E[X(t− s)].

从而得证.

用 G(y) = P (Y ≤ y) 表示 Y 的分布函数. µY = E[Y ] ≤ 1 表明每个个体的平均后代数不大于 1. 这
样的生物群体最终一定会消亡，不必讨论. 下面讨论 µY > 1 的情况.

命题 25.3

对于分支过程 {X(t)}，用 M(t) = E[X(t)] 表示 t 时单一个体的后代平均数，假设生物的寿命 T

不是格点随机变量，有分布函数 F (x) = P (T ≤ x) 和数学期望 µY > 1，且 F (0) = 0，则有

lim
t→∞

M(t)

eαt
=

µY − 1

µ2
Y αE[Te−αT ]

,

其中 α 是方程

E[e−αT ] =
1

µY
(25.1)

的唯一解.

证明. 首先不难看出 ϕ(α) = E[e−αT ] =
∫∞
0

e−αsdF (s)是 α的单调连续函数，ϕ(0) = 1 > 1/µY，ϕ(∞) =

0 < 1/µY，所以 (25.1) 有唯一解 α.
用 T1 表示第一个个体的寿命. 利用全概率公式以及命题 25.2 我们有

M(t) = E[X(t)] =

∫ ∞

0

E[X(t)|T1 = s]dF (s)

=

∫ ∞

t+

1dF (s) +

∫ t

0

µY M(t− s)dF (s)

= F (t) +

∫ t

0

µY M(t− s)dF (s),

其中
∫∞
t+

=
∫
(t,∞)

. 上式两边同乘以 e−αt，得到更新方程

M(t)

eαt
= e−αtF (t) +

∫ t

0

e−α(t−s)M(t− s)dG(s),
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其中

G(s) = µY

∫ s

0

e−αµdF (u)

是概率分布函数，使得 dG(s) = µY e
−αsdF (s). 由定理 20.3 我们有

M(t)

eαt
= e−αtF (t) +

∫ t

0

e−α(t−s)F (t− s)dmG(s),

其中 mG(s) =
∑∞

n=1 Gn(s) 是更新函数. 再利用关键更新定理和 e−αtF (t) → 0(t → ∞)，得到

lim
t→∞

M(t)

eαt
=

∫ ∞

0

e−αtF (t)dt,

其中

µG =

∫ ∞

0

tdG(t) = µY

∫ ∞

0

te−αtdF (t) = µY E[Te−αT ].

注意 ∫ ∞

0

e−αtF (t)dt =

∫ ∞

0

e−αt

∫ ∞

t

dF (s)dt

=

∫ ∞

0

(

∫ s

0

e−αtdt)dF (s)

=
1

α

∫ ∞

0

(1− e−αt)dF (s)

=
1

α
(1− E[e−αT ])

=
1

α
(1− 1

µY
) =

µY − 1

αµY
.

于是得到

lim
t→∞

M(t)

eαt
=

(µY − 1)/αµY

µY E[Te−αT ]
=

µY − 1

µ2
Y αE[Te−αT ]

.

从而得证.

上面命题表明只要 µY > 1，M(t) = E[X(t)] 与 eαt 有相同的增长速度，也就是说分支过程的平均增

长速度是指数阶的.



104 26 延迟更新过程

第26讲 延迟更新过程

26.1 平衡更新过程

在实际问题中，对于更新过程 {N(t)} 的记录或观测有时不是从 t = 0 开始的. 如果更新过程在很久
以前就开始了，从 t0 开始记录的更新过程的第一个更新间隔 X1 = R(t0) 的分布函数近似等于

Fe(x) =
1

µ

∫ x

0

F (s)ds, x ≥ 0. (26.1)

如果更新过程已经有无穷长的历史，则在时刻 t 重新记录的更新过程的第一个更新间隔 X1 有分布

函数 (26.1)，其余的更新间隔 {Xj |j ≥ 2} 依然是来自总体 X 的随机变量.

定义 26.1

设 X 和 X1 是非负随机变量，分布函数分别是 F (x) 和由 (26.1) 定义的 Fe(x). 如果 {Xjj ≥ 2}
是来自总体 X 的随机变量，和 X1 独立，则称以 {Xj |j ≥ 1} 为更新间隔的更新过程

Ne(t) =

∞∑
j=1

I[Sj ≤ t], t ≥ 0

为平衡更新过程，称 Xj 为第 j 个更新间隔，称

Sj = X1 +X2 + · · ·+Xj

为第 j 个更新时刻.

对于平衡更新过程也可以定义时刻 t 的剩余寿命 Re(t). 由于平衡更新过程是有无穷长历史的更新过
程，所以对于 t ≥ 0，t 时的剩余寿命 Re(t) 应当有分布函数 Fe(x)，此外，Ne(t+ s)−Ne(t) 是具有无穷

长历史的更新过程在区间 (t, t + s] 中的更新次数，应当与 t 无关，所以平衡更新过程应当具有平稳增量

性.

定理 26.2

平衡更新过程 {Ne(t)} 是平稳增量过程，对于 t ≥ 0，剩余寿命 Re(t) 和 X1 有相同的分布函数

Fe(x).

例 26.3

强度为 λ 的泊松过程是平衡更新过程.

证明. 泊松过程的更新间隔 X 服从指数分布. 由指数分布的无记忆性知剩余寿命 R(t) 和 X 同分布，于

是 X1 ∼ Fe(x) = F (x).

具有平稳增量的计数过程又称为平稳点过程. 平衡更新过程是平稳点过程.
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26.2 延迟更新过程

定义 26.4

设 X 和 X1 是非负随机变量，{Xj |j ≥ 2} 是来自总体 X 的随机变量，X1 和总体 X 独立. 称以
{xj} 为更新间隔的更新过程

ND(t) =

∞∑
j=1

1[Sj ≤ t], t ≥ 0

为延迟更新过程，称 Xj 为第 j 个更新间隔，称

Sj = X1 +X2 + · · ·+Xj

为第 j 个更新时刻.

容易理解，如果 X1 也和 X 同分布，则 ND(t) 简化成更新过程. 当 X 有分布函数 F (x)，X1 的分

布函数是 Fe(x) 时，ND(t) 是平衡更新过程.
设 G(x) = P (X1 ≤ x)，F (x) = P (X ≤ x). 用 mD(t) = E[ND(t)] 表示延迟更新过程的更新函数，用

F0 表示常数 0 的分布函数，则有

mD(t) =

∞∑
j=1

E[I[Sj ≤ t]] =

∞∑
j=1

P (X1 + (Sj −X1) ≤ t) =

∞∑
j=1

G ∗ Fj−1(t).

对于延迟更新过程，也可以定义 t 时刻的年龄 AD(t) 和剩余寿命 RD(t) 如下：

AD(t) = t− SN(t), RD(t) = SN(t)+1 − t.

引入 XD(t) = AD(t) +RD(t)，则 XD(t) 是 t 时服役的部件的寿命.

定理 26.5

设总体 X 有分布函数 F (t)，数学期望 µ = E[X]，X1 有分布函数 G(x). 以下结果成立：

(1) 更新函数 mD(t) =
∑∞

m=1 G ∗ Fn−1(t) 是更新方程

m(t) = G(t) +

∫ t

0

m(t− s)dF (s)

的唯一局部解；

(2) 如果 σ2 = Var(X) < ∞，则有中心极限定理

lim
t→∞

P

(
ND(t)− t/µ

σ
√
t/µ3

)
= Φ(x), x ∈ (−∞,∞),

其中 Φ(x) 是 N(0, 1) 的分布函数；

(3) 当 t → ∞ 时，ND(t)
t → 1

µ a.s.；

(4) 当 t → ∞ 时，mD(t)
t → 1

µ；

(5) 如果 X 不是格点随机变量，则当 t → ∞ 时，

mD(t+ a)−mD(t) → a/µ;
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(6) 设 X 和 X1 是有相同周期 d 的格点随机变量，则

lim
n→∞

[mD(nd)−mD(nd− d)] = d/µ;

(7) 设 X 不是格点随机变量，µ < ∞，h(x) 直接黎曼可积，则

lim
t

→ ∞
∫ ∞

0

h(t− x)dmD(x) =
1

µ

∫ ∞

0

h(x)dx;

(8) 对 t ≥ x ≥ 0，P (AD(t) ≥ x) = G(t) +
∫ t−x

0
F (t− s)dmD(s)；

(9) 对 t, x ≥ 0，P (RD(t) > x) = G(t+ x) +
∫ t

0
F (t− s+ x)dmD(s)；

(10) 设 X 不是格点随机变量，则有

lim
t→∞

P (AD(t) ≤ x) =
1

µ

∫ x

0

F (s)ds,

lim
t→∞

P (RD(t) ≤ x) =
1

µ

∫ x

0

F (s)ds,

lim
t→∞

P (AD(t) ≤ x) =
1

µ

∫ x

0

F (s)ds;

(11) 设 X 不是格点随机变量，E[X1] < ∞，σ2 = Var(X) < ∞，则有

lim
t→∞

E[AD(t)] =
σ2 + µ2

2µ
,

lim
t→∞

E[RD(t)] =
σ2 + µ2

2µ
,

lim
t→∞

(
mD(t)− t

µ

)
=

σ2 + µ2

2µ
− µ1

µ
.

26.3 延迟开关系统

设 {N(t)} 是以 {Xj} 为更新间隔的延迟更新过程，更新时刻 Sn =
∑n

j=1 Xj . 又设 (Ui, Vi) (i =

2, 3, · · · ) 是来自总体 (U, V ) 的随机变量，使得

Xj = Uj + Vj , Uj ≥ 0, j = 2, 3, · · · .

对于 j ≥ 1，当 t ∈ [Sj , Sj +Uj+1) 时，称 t 时系统处于开状态；当 t ∈ [Sj +Uj+1, Sj+1) 时，称 t 时系统

处于关状态. 则得到了一个有延迟的开关系统，简称延迟开关系统.

定理 26.6

对于 µU = E[U ] < ∞，µV = E[V ] < ∞，如果 X = U + V 不是格点随机变量，则

lim
t→∞

P (t 时开) =
µU

µU + µV
,

lim
t→∞

P (t 时关) =
µV

µU + µV
.
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例 26.7

一部电话是一个开关系统，占线时关状态，占线时为开状态. 一个信息咨询台的 m 部电话相互独

立地工作着，每部电话是一个分系统. 第 k 部电话的开状态有数学期望 µk，关状态有数学期望 λk.
当所有电话都占线时称咨询台处于关状态，否则称为开状态. 于是咨询台也构成了一个开关系统.
对于充分大的 t，计算 t 时刻是关状态的概率.

解. 本问题中，所有的更新间隔都是非格点随机变量. 用 Vj(t) 表示第 j 部电话在 t 时处于关状态，利用

定理 26.6 我们有
lim
t→∞

P (Vj(t)) =
λj

µj + λj
.

对于咨询台来讲，当 t 充分大后，有

P (t 时关) = P (

m⋂
j=1

Vj(t)) =

m∏
j=1

P (Vj(t)) ≈
m∏
j=1

λj

µj + λj
.

在本问题中，子系统的并联构成了总系统，如果把 limt→∞ P (t 时开) 称为稳定状态下总系统的可靠

度，则

lim
t→∞

P (t 时开) ≈ 1−
m∏
j=1

λj

µj + λj
.
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第27讲 有偿更新过程

用 {N(t)} 表示以 {Xj} 为更新间隔的更新过程，如果在第 j 个更新间隔 Xj 结束时有更新费用 Yj

发生，则在 [0, t] 发生的总费用是

M(t) =

N(t)∑
j=1

Yj .

称 {M(t)|t ≥ 0} 为有偿更新过程.
以下假设 (Xj , Yj), (j = 1, 2, · · · ) 是来自总体 (X,Y ) 的随机向量，

M(t)

t

是 [0, t] 中的平均费用. 由于第一个更新间隔的费用对 M(t)/t 的影响随着 t 的增加逐步耗尽，而每个更

新间隔的平均费用是
E[Y ]

E[X]
,

所以应当有

lim
t→∞

M(t)

t
=

E[Y ]

E[X]
a.s..

于是对于充分大的 t，时间段 (t, t+ a] 中的平均费用应当是

E[M(t+ a)−M(t)] = a
E[Y ]

E[X]
.

下面我们来严格证明这些结论.

定理 27.1

对于有偿更新过程 {N(t)}，设 µX = E[X] < ∞. µY = E[Y ] < ∞，a 是正常数，则

(1) limt→∞ M(t)/t = µY /µX a.s.；

(2) limt→∞ E[M(t)]/t = µY /µX；

(3) 当 X 不是格点随机变量时，有

lim
t→∞

(E[M(t+ a)]− E[M(t)]) = a
µY

µX
.

证明. 利用 limt→∞ N(t) = ∞ a.s. 以及

lim
t→∞

N(t)

t
=

1

E[X]
a.s., lim

t→∞

∑N(t)
j=1 Yj

N(t)
= E[Y ] a.s.,

我们有

lim
t→∞

M(t)

t
= lim

t→∞

N(t)

t

1

N(t)

N(t)∑
j=1

Yj =
E[Y ]

E[X]
a.s.,

这就证明了 (1).
为了方便，只对 {Yj} 与 {Xj} 独立的情况证明结论 (2) 和 (3). 因为更新过程 {N(t)} 由更新间隔

{Xj} 决定，与 {Yj} 独立，所以利用瓦尔德定理我们有

E[M(t)] = E[

N(t)∑
j=1

Yj ] = E[N(t)]E[Y ],
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两边除以 t 后，利用基本更新定理可得

lim
t→∞

E[M(t)]

t
= lim

t→∞

E[N(t)]

t
E[Y ] =

E[Y ]

E[X]
.

这就证明了 (2).
又注意到

E[M(t+ a)]− E[M(t)] = E[N(t+ 1)]E[Y ]− E[N(t)]E[Y ] = (m(t+ a)−m(t))E[Y ],

其中 m(t) = E[N(t)] 是更新函数. 利用布莱克威尔定理可以得到结论 (3).

推论 27.2

对于延迟开关系统，当 µU + µV < ∞ 时，

lim
t→∞

[0, t] 内的开状态时间长度

t
=

µU

µU + µV
a.s..

证明. 用 U(t) 表示 [0, t] 内的开状态时间长度，则关于有偿更新过程 M(t) =
∑N(t)

j=1 Uj 有关系式

M(t) ≤ U(t) ≤ M(t) + UN(t)+1.

因为当 t → ∞ 时，
M(t)

t
→ E[U ]

E[X]
=

µU

µU + µV
a.s.,

M(t) + UN(t)+1

t
=

N(t) + 1

t
(

1

N(t) + 1

N(t)+1∑
j=1

Uj)

→ 1

E[X]
E[U ] =

µU

µU + µV
a.s.,

所以结论成立.

例 27.3

设波音 737 飞机的使用寿命为服从分布 G(s) 的一个随机变量 T (单位：年). 飞机购置费为 a 元，

飞机在服役期间每年创造利润 b 元. 如果使用中飞机损坏，除了需要购置新飞机，还要承担额外损
失 c 元. 为保险起见，航空公司决定飞机使用 s 年后就放弃不用，购置新的波音 737，长期实施以
上策略，一架飞机每年平均贡献多少利润？

解. 我们用有偿更新过程解决这个问题. 设第 n 架飞机的使用寿命为 Tn 年，则这架飞机的实际使用年限

为

Xn = min(Tn, s).

放弃第 n 架飞机时的获利为

Yn =

{
sb− a, 当 Tn > s,

Tnb− a− c, 当 Tn ≤ s.

用示性函数写出来就是

Yn = (sb− a)I[Tn > s] + (Tnb− a− c)I[Tn ≤ s].
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当 T1, T2, · · · 是来自总体 T 的随机变量时，(Xj , Yj)就是独立同分布的随机向量. 用 {N(t)}表示以 {Xj}
为更新间隔的更新过程，则在时间段 [0, t] 中的获利为

M(t) =

N(t)∑
j=1

Yj +A(t)b,

其中 A(t) = t− SN(t) ≤ s. 于是很长时间后，一架飞机每年平均贡献的利润为

E[M(t)]

t
≈ E[Y1]

E[X1]
.

用 G(x) = P (T ≤ x) 表示 T 的分布函数时，有

E[X1] =

∫ ∞

0

P (X1 > x)dx =

∫ ∞

0

P (T1 > x, s > x)dx

=

∫ s

0

P (T1 > x)dx =

∫ s

0

G(x)dx,

E[Y1] = (sb− a)E(I[Tn > s]) + bE(TnI[Tn ≤ s])− (a+ c)E(I[Tn ≤ s])

= (sb− a)G(s) + b

∫ s

0

xdG(x)− (a+ c)G(s).

于是一架飞机平均每年贡献的利润为

h(s) =
(sb− a)G(s) + b

∫ s

0
xdG(x)− (a+ c)G(s)∫ s

0
G(x)dx

.

要想得到最大利润，只要取 s 为 h(s) 的最大值点即可.
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第28讲 习题课 III
例 28.1

若到达间隔分布 F 是 (0, 1) 均匀分布，那么我们有更新函数

m(t) = et − 1, 0 ≤ t ≤ 1.

证明. 更新方程是，对 0 ≤ t ≤ 1，

m(t) = t+

∫ t

0

m(t− s)ds = t+

∫ t

0

m(y)dy.

求微商得

m′(t) = 1 +m(t).

令 h(t) = 1 +m(t) 我们有

h′(t) = h(t),

从而解得

h(t) = cet.

注意到 h(0) = 1，所以 c = 1. 故而
m(t) = et − 1.

例 28.2

对于 x ≥ 0，y ≥ 0，我们有

lim
t→∞

P (A(t) > x,R(t) > y) =
1

µ

∫ ∞

x+y

F (s)ds.

证明. 在第 i 个等待间隔中，当 A(t) > x，R(t) > y 时称 t 时刻处于开状态. 于是开状态长为

Ui = (Xi − a)I[Xi > a],

其中 a = x+ y. 于是

lim
t→∞

P (A(t) > x,R(t) > y) =
1

µ
E[U1] =

1

µ

∫ ∞

0

P (U1 > s)ds

=
1

µ

∫ ∞

0

P (X − a > s)ds =
1

µ

∫ ∞

a

P (X1 > s)ds.

从而得证.

例 28.3

证明更新过程是泊松过程的充分必要条件是剩余寿命 R(t) 与更新间隔 X 同分布.

证明. 前面我们已经证明过如果一个更新过程是泊松过程，则其剩余寿命 R(t) 与更新间隔 X 同分布.
我们已知

lim
t→∞

P (R(t) ≤ y) =
1

µ

∫ y

0

F (s)ds.
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如果剩余寿命 R(t) 与更新间隔 X 同分布，则

P (R(t) ≤ y) = F (y).

于是
1

µ

∫ y

0

F (s)ds = F (y).

由上式我们知 F 连续可导，于是对上式两边关于 y 求导，得：

1− F (y) = F ′(y).

解上面的常微分方程并注意到 F (0) = 0，我们有 F (y) = 1− e−λy，其中 λ 是一个常数. 其为指数分布的
分布函数，所以更新间隔服从指数分布，从而这个更新过程是一个泊松过程.

例 28.4

自行车的使用寿命有分布函数 F (t)，当自行车摔坏或用了三年就换新车. 假设一辆旧车可以卖 80

元，摔坏的车只能卖 10 元，购买一辆新车用 η 元. 计算自行车每年的平均费用.

证明. 我们用有偿更新过程来描述这一过程. 设 T 是自行车的寿命，其为一个有分布函数 F (t) 的随机

变量. 自行车实际使用时间 X = min(3, t). 每次更换自行车所需要的费用为一个随机变量 Y = (η −
80)I(T ≥ 3) + (η − 10)I(T < 3). 于是每年的平均费用为 E[Y ]/E[X]. 下面我们来计算 E[X] 和 E[Y ].
首先我们有

E[X] =

∫ ∞

0

P (X > x)dx =

∫ ∞

0

P (3 > x, T > x)dx =

∫ 3

0

P (t > x)dx =

∫ 3

0

F (x)dx.

其次，我们有

E[Y ] =

∫ 3

0

(Eη − 10)dF (t) +

∫ ∞

3

(Eη − 80)dF (t) = 70F (3) + Eη − 80.

所以每年的平均费用为
70F (3) + Eη − 80∫ 3

0
F (x)dx

.
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第29讲 马氏链及其转移概率

29.1 马氏链

定义 29.1

设 {Xn} 是一个在 I 中取值的随机序列，如果对任意正整数 n 和 i, j, i0, i1, · · · , in−1 ∈ I，有

P (Xn+1 = j|Xn = i,Xn−1 = in−1, · · · , X0 = i0) = P (Xn+1 = j|Xn = i)

= P (Xi = j|X0 = i), i, j ∈ I,

则称 {Xn} 为时齐的马尔可夫链，简称为马氏链. 这时称

pij = P (X1 = j|X0 = i), i, j ∈ I

为马氏链 {Xn} 的转移概率，称矩阵

P = (pij) = (pij)i,j∈I

为马氏链 {Xn} 的一步转移概率矩阵，简称为转移矩阵.

由于 {X1 = j}(j ∈ I) 是完备事件组，所以有∑
j∈I

pij =
∑
j∈I

P (X1 = j|X0 = i) = P (
⋃
j∈I

{X1 = j}|X0 = i) = 1.

于是转移矩阵 P 的各行之和等于 1，这样的矩阵也被称为随机矩阵.

习题 29.1

重复地掷一枚硬币，抛掷结果为 Y0, Y1, Y2, · · ·，它们取值为 0 或 1 的概率均为 1/2. 用 Xn =

Yn + Yn−1(n ≥ 1) 表示第 (n − 1) 次和第 n 次抛掷出的结果中 1 的个数. Xn 是一个 Markov 链
吗？

29.2 马氏链的基本性质

对于马氏链的直观理解是：已知现在的状态，将来与过去相独立. 人们习惯地称这种性质为 马氏性.

定理 29.2

对于事件 A,B,C，当 P (AB) > 0，条件

P (C|BA) = P (C|B)

与条件

P (AC|B) = P (A|B)P (C|B)

等价.
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证明. 引入条件概率 PB(·) = P (·|B)，我们知上面两个等式分别等价于 PB(C|A) = PB(C) 和 PB(AC) =

PB(A)PB(C). 这两个公式都表示对于概率 PB 来说，A 和 C 独立，所以它们等价.

根据上述定理，P (C|BA) = P (C|B) 等价于已知 B 发生时，C 和 A 独立. 于是，{Xn} 有马氏性的
充分必要条件是对于任意 n ≥ 1，已知现在 B = {Xn = i}，将来 C = {Xn+1 = j} 与过去 A = {Xn−1 =

in−1, · · · , X0 = i0} 独立.

例 29.3: 两状态马尔可夫链

状态空间为 {0, 1}，转移概率为 p01 = 1− p00 = p, p10 = 1− p11 = q. 转移矩阵可以表示如下：

0 1( )
0 1− p p

1 q 1− q

该马尔可夫链可以用来作为一个描述电话状态的简单模型，其中 Xn = 0 表明电话在时刻 n 空闲，

Xn = 1 表明电话在时刻 n 繁忙. 我们假设在每个时间间隔内有一个电话打进的概率为 p（为了方

便起见，假定在任意一个特定时间的时间间隔内至多有一个电话打进）. 当电话繁忙时，来到的呼
叫无法进入系统. 我们还假设前一段时间间隔内忙的电话在下一时间间隔内空闲的概率为 q.

例 29.4

设想一个质点在直线的整数点上作简单随机游动：质点一旦到达某状态后，下次向右移动一步的

概率是 p，向左移动一步的概率是 q = 1− p，pq > 0. 现在用 X0 表示质点的初始状态，用 Xn 表

示质点在时刻 n 的状态，则 {Xn} 是马氏链，并且{
pi,i−1 = P (Xn+1 = i− 1|Xn = i) = q,

pi,i+1 = P (Xn+1 = i+ 1|Xn = i) = p.

例 29.5: 两端是吸收壁的简单随机游动

设质点在状态 {1, 2, · · · , n − 1} 中按上例的规律做简单随机游动，但是质点一旦到达状态 n 或状

态 0 后将永远停留在 n 或 0. 用 X0 表示质点的初始状态，用 Xn 表示质点在时刻 n 的状态，则

{Xn} 是马氏链，并且

pij =


q, 1 ≤ i ≤ n− 1, j = i− 1,

p, 1 ≤ i ≤ n− 1, j = i+ 1,

1, (i, j) = (0, 0)或 (i, j) = (n, n),

0, 其他.

相应的转移概率矩阵是

P =



1 0 0 0 0 · · · 0

q 0 p 0 0 · · · 0

0 q 0 p 0 · · · 0
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 · · · 1


.
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例 29.6: 两端是吸收壁的简单随机游动

设质点在状态 {1, 2, · · · , n − 1} 中按上例的规律做简单随机游动，但是质点到达状态 n 后下一步

一定返回 n− 1，到达状态 0 后下一步一定返回状态 1. 用 X0 表示质点的初始状态，用 Xn 表示

质点在时刻 n 的状态，则 {Xn} 是马氏链，并且

pij =


q, 1 ≤ i ≤ n− 1, j = i− 1,

p, 1 ≤ i ≤ n− 1, j = i+ 1,

1, (i, j) = (0, 1)或 (i, j) = (n, n− 1),

0, 其他.

相应的转移概率矩阵是

P =



0 1 0 0 0 · · · 0 0 0

q 0 p 0 0 · · · 0 0 0

0 q 0 p 0 · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...
...

...
0 0 0 0 0 · · · q 0 p

0 0 0 0 0 · · · 0 1 0


.

下面的定理提供了一个非常有用的获得马尔可夫链的方法，并可用于检验一随机过程是否为马尔可

夫链.

定理 29.7

设随机过程 {Xn : n ≥ 0} 满足：

(1) Xn = f(Xn−1, ξn)(n ≥ 1)，其中 f : S × S → S，且 ξn 取值在 S 上，

(2) {ξn : n ≥ 1} 为独立同分布随机变量，且 X0 与 {ξn : n ≥ 1} 也相互独立，

则 {Xn, n ≥ 0} 是马尔可夫链，而且其一步转移概率为

pij = P (f(i, ξ1) = j).

证明. 设 n ≥ 1，注意到 ξn+1 与 X0, X1, · · · , Xn 相互独立（这是因为 Xi 是 X0, ξ1, · · · , ξi 的函数），有

P (Xn+1 = in+1|X0 = i0, · · · , Xn = in) = P (f(Xn, ξn+1) = in+1|X0 = i0, · · · , Xn = in)

= P (f(in, ξn+1) = in+1|X0 = i0, · · · , Xn = in)

= P (f(in, ξn+1) = in+1).

同样地，

P (Xn+1 = in+1|Xn = in) = P (f(Xn, ξn+1) = in+1).

因此

P (Xn+1 = in+1|X0 = i0, · · · , Xn = in) = P (Xn+1 = in+1|Xn = in).

从而 {Xn, n ≥ 0} 是马尔可夫链，且其转移概率为 pij = P (f(i, ξ1) = j).

为了更方便地研究马氏链的性质，有必要回忆条件概率的基本公式. 设 P (AB) > 0，则

PA(C|B) = P (C|BA).
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如果 P (A) > 0，事件 Bk 互不相容使得 C ⊂
⋃∞

k=1 Bk，则有全概率公式

P (C|A) =

∞∑
k=1

P (Bk|A)P (C|BkA).

定理 29.8

设 I 是马氏链 {Xn} 的状态空间，A,Aj ⊂ I，则有

(1) 已知 Xn = i 的条件下，将来 {Xm;m ≥ n+ 1} 与过去 {Xj ; j ≤ n− 1} 独立；

(2) P (Xn+k = j|Xn = i) = P (Xk = j|X0 = i)；

(3) P (Xn+k = j|Xn = i,Xn−1 ∈ An−1, · · · , X0 ∈ A0) = P (Xk = j|X0 = i)；

(4) P (Xn+k ∈ A|Xn = i,Xn−1 ∈ An−1, · · · , X0 ∈ A0) = P (Xk ∈ A|X0 = i).

证明. 对于任何 m > n ≥ 1 和 I 中的 i0, i1, · · · , im，引入 Bk = {Xk = ik}, k = 0, 1, · · · ,m，则有

A := {Xm = im, Xm−1 = im−1, · · · , Xn+1 = in+1}

= BmBm−1 · · ·Bn+1,

C := {Xn−1 = in−1, Xn−2 = in−2, · · · , X0 = i0}

= Bn−1Bn−2 · · ·B0,

下面证明已知现在 B = {Xn = in} = Bn 后，将来 A 与过去 C 独立. 用乘法公式和马氏性得到

P (ABC) = P (B0B1 · · ·Bm)

= P (B0)P (B1|B0)P (B2|B1) · · ·P (Bm|Bm−1)

= P (Bm|Bm−1)P (Bm−1|Bm−2) · · ·P (B − 1|B0)P (B0).

同理有

P (BC) = P (B0B1 · · ·Bn) = P (Bn|Bn−1)P (Bn−1|Bn−2) · · ·P (B1|B0)P (B0).

对 k > n 注意使用 P (Bk+1|Bk) = P (Bk+1|BkBk−1 · · ·Bn) 就得到

P (A|BC) =
P (ABC)

P (BC)

= P (Bn|Bm−1 · · ·Bn)P (Bm−1|Bm−2 · · ·Bn) · · ·P (Bn+1|Bn)

= P (BmBm−1 · · ·Bn+1|Bn) = P (A|B).

从而 (1) 成立.
下面我们用归纳法来证明 (2). 由马氏链的定义我们知对 k = 1以及任意 n结论成立. 设结论对 k−1

以及任意 n 成立，用 (1) 中的结论以及全概率公式我们有

P (Xn+k = j|Xn = i) =
∑
i∈I

P (Xn+k = j|Xn+k−1 = l,Xn = i)P (Xn+k−1 = l|Xn = i)

=
∑
i∈I

P (Xk = j|Xk−1 = l,X0 = i)P (Xk−1 = l|X0 = i)

= P (Xk = j|X0 = i).

由 (1) 和 (2) 我们可得 (3) 和 (4).
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第30讲 柯尔莫哥洛夫-切普曼方程
30.1 K-C 方程

对于马氏链 {Xn}，我们知道 P (Xk+n = j|Xn = i) 和 n 无关，所以对 i, j ∈ I 定义

P
(0)
ij = P (X0 = j|X0 = i) =

{
1, i = j,

0, i ̸= j,

P
(k)
ij = P (Xn+k = j|Xn = i) = P (Xk = j|X0 = i),

并且称 p
(k)
ij 为 {Xn} 的k 步转移概率，称矩阵

p(k) = (p
(k)
ij )

为 {Xn} 的 k 步转移概率矩阵，简称为 k 步转移矩阵. 这时，

P (1) = P, P (0) =单位阵.

下面的柯尔莫哥洛夫-切普曼 (Kolmogorov-Chapman) 方程 (简称 K-C 方程) 告诉我们从一部转移概
率矩阵 P 计算 k 步转移概率矩阵 P (k) 的方法.

定理 30.1: (K-C 方程)

对任意 m,n ≥ 0，有 {
p
(n+m)
ij =

∑
k∈I p

(n)
ik p

(m)
kj ,

P (n+m) = Pn+m.
(30.1)

证明. 由定理 29.8 我们有

p
(n+m)
ij = P (Xn+m = j|X0 = i)

=
∑
k∈I

P (Xn = k|X0 = i)P (Xn+m = j|Xn = k,X0 = i)

=
∑
k∈I

p
(n)
ik p

(m)
kj .

写成矩阵的形式，我们得到 P (n+m) = P (n)p(m). 由 n,m 的任意性得到

P (n+m) = PP (n+m−1) = P 2P (n+m−2) = · · · = Pn+m.

推论 30.2

对于正整数 n,m, k, n1, n2, · · · , nk 和状态 i, j, l 总有

(1) p
(n+m)
ij ≥ p

(n)
il p

(m)
lj ；

(2) p
(n+k+m)
ii ≥ p

(n)
ij p

(k)
jl p

(m)
li ；

(3) p
(n1+n2+···+nk)
ii ≥ p

(n1)
ii p

(n2)
ii · · · p(nk)

ii ；

(4) p
(nk)
ii ≥ (p

(n)
ii )k.
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证明. 利用 K-C 方程我们有
p
(n+m)
ij =

∑
s∈I

p
(n)
is p

(m)
sj ≥ p

(n)
il p

(m)
lj ,

从而 (1) 得证. 两次利用 (1) 我们有

p
(n+k+m)
ii ≥ p

(n+k)
il p

(m)
li ≥ p

(n)
ij p

(k)
jl p

(m)
li ,

于是 (2) 成立. 在 (1) 中取 j = i 并应用归纳法我们可以得到 (3). 在 (3) 中取 ni = n 我们就得到 (4).

例 30.3

考虑两状态的马尔可夫链所描述的电话状态模型，假定电话在时刻 0时空闲. 设 p = 1
4 , q = 1

6，令

n = 6，则

P6 =

(
3
4

1
4

1
6

5
6

)6

=

(
0.424 0.576

0.384 0.616

)
.

如果电话在 0 时刻空闲，想要知道在此条件下，电话在时刻 6 繁忙的概率，我们可以计算

p
(6)
01 = 0.576

即可.

30.2 初始分布和 Xn 的分布

设 {Xn} 的一步转移概率矩阵是 P，X0 有概率分布

πj = P (X0 = j), j ∈ I.

称 X0 的分布列 (认为 I = {1, 2, · · · })
π(0 = [π1, π2, · · · ]

为 {Xn} 的初始分布，它表明了质点在初始状态的分布情况. 再引入 Xn 的概率分布

π
(n)
j = P (Xn = j), j ∈ I

和

π(n) = [π
(n)
1 , π

(n)
2 , · · · ],

则 π(n) 表明质点在 n 时刻所处状态的分布.

定理 30.4

设马氏链 {Xn} 有初始分布 π(0) = [π1, π2, · · · ] 和转移概率矩阵 P = (pij).

(1) 对于 n0 < n1 < · · · < nm，有

P (Xn0
= i0, Xn1

= i1, · · · , Xnm
= im) = π

(n0)
i0

p
(n1−n0)
i0i1

p
(n2−n1)
i1i2

· · · p(nm−nm−1)
im−1im

;

(2) 对 n ≥ 1，有 {
π
(n)
j =

∑
i∈I πip

(n)
ij ,

π(n) = π(k)P (n−k), 0 ≤ k ≤ n.
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证明. (1) 利用概率的乘法公式我们有

P (Xn0 = i0, Xn1 = i1, · · · , Xnm = im)

=P (Xn0
= i0)P (Xn1

= i1|Xn0
= i0) · · ·P (Xnm

= im|Xnm−1
= im−1)

=πn0
i0
p
(n1−n0)
i0i1

p
(n2−n1)
i1i2

· · · p(nm−nm−1)
im−1im

.

(2) 用全概率公式我们可以得到，当 n ≥ 1 时，

π
(n)
j = P (Xn = j)

=
∑
i∈I

P (X0 = i)P (Xn = j|X0 = i)

=
∑
i∈I

πip
(n)
ij .

写成矩阵的形式就得到

π(n) = π(0)P (n) = [π(0)P (1)]P (n−1)

= π(1)P (n−1) = · · · = π(k)P (n−k).

极限 limn→∞ p
(n)
ij 表示质点从 X0 出发后，在充分远的将来处于状态 j 的概率.

考虑直线上的简单随机游动. 如果 p > q，无论质点从哪里出发，随着时间的推移向右越跑越远. 直
观上应该有

lim
n→∞

p
(n)
ij = 0.

再考虑两端带有吸收壁的简单随机游动. 状态 0，n 和 {1, · · · , n − 1} 中的状态有明显的不同. 直观
上质点不可能永远在 {1, · · · , n− 1} 中转移，所以有

lim
n→∞

p
(n)
ij = 0, j = 1, 2, · · · , n− 1.

30.3 状态的互通性

定义 30.5

设 I 是马氏链 {Xn} 的状态空间. i, j ∈ I 是其中的两个状态.

(1) 如果 pii = 1，则称 i 是吸引状态；

(2) 如果存在 n ≥ 1 使得 p
(n)
ij > 0，则称 i 通 j，记做 i → j；

(3) 如果 i → j 且 j → i，则称 i, j 互通，记做 i ↔ j.

i → j 表示质点从 i出发以正概率到达 j. i，j 互通表明质点从 i到 j 后，以正概率回到 i，反之亦然.

例 30.6

对于两端是吸收壁的简单随机游动，状态 0 和 n 都是吸引状态.
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命题 30.7

设 I 是马氏链 {xn} 的状态空间. i, j ∈ I 是其中的两个状态. 则 i → j 当且仅当

Pi(存在 n ≥ 0 使得 Xn = j) > 0.

证明. 注意到

p
(n)
ij ≤ Pi(存在 n ≥ 0 使得 Xn = j) ≤

∞∑
n=0

p
(n)
ij ,

可知上面两个条件等价.

命题 30.8

如果 i ↔ j，那么 j ↔ i.

命题 30.9

如果 i → j 且 j → k，则 i → k.

证明. 如果 i → j 且 j → k，则存在 n,m 使得 p
(n)
ij p

(m)
jk > 0，用推论 30.2 我们有

p
(n+m)
ik ≥ p

(n)
ij p

(m)
jk > 0,

于是 i → k.

30.4 习题

习题 30.1

若马尔可夫链 {Xn} 的状态数为 n，且从状态 i 可达状态 j，证明从状态 i 出发在 n 或更少的步

数内可达状态 j.
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31.1 常返与非常返态

对于马氏链 {Xn}，引入条件概率

f
(1)
ij = P (X1 = j|X0 = i),

f
(n)
ij = P (Xn = j,Xk ̸= j; 1 ≤ k ≤ n− 1|X0 = i), n ≥ 1.

f
(n)
ij 是质点从 i 出发的条件下，第 n 步首次到达 j 的概率，称为从 i 出发后第 n 步首达 j 的概率，简称

为首达概率.
由于对不同的 n，事件

A1 = {X1 = j}, An = {Xn = j,Xk ̸= j, 1 ≤ k ≤ n− 1} (31.1)

互不相容，
⋃∞

n=1 An 发生表示质点到达过状态 j，所以

f∗
ij := P (

∞⋃
n=1

An|X0 = i) =

∞∑
n=1

P (An|X0 = i) =

∞∑
n=1

f
(n)
ij ≤ 1.

f∗
ij 是质点从 i 出发的条件下到达过 j 的概率，简称从 i 出发后到达 j 的概率.

定义 31.1

如果 f∗
ii = 1，则称 i 是常返状态. 如果 f∗

ii < 1，则称 i 是非常返态.

按照定义，吸引状态满足 f∗
ii = f

(1)
ii = 1，因而是常返状态. 当 i 是常返状态时，质点从 i 出发后，在

实际中必然回到 i，再从 i 出发，再回到 i，因而回到 i 无穷次. i 是非常返态表明质点从 i 出发后，以正

概率不能回到 i，因而只能回到 i 有限次，然后永远离开状态 i.

定理 31.2

p
(n)
ij =

∑n
k=1 f

(k)
ij p

(n−k)
jj .

证明. 设 An 由 (31.1) 定义，则 A1, A2, · · · , An 互不相容.
⋃n

k=1 Ak 表示前 n 次转移中到达过 j，所以

{Xn = j} ⊂
⋃n

k=1 Ak. 于是应用全概率公式，我们有：

p
(n)
ij = P (Xn = j|X0 = i)

=

n∑
k=1

P (Ak|X0 = i)P (Xn = j|Ak, X0 = i)

=

n∑
k=1

f
(k)
ij p

(n−k)
jj .
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引理 31.3

(1) 如果
∑∞

k=0 ak 收敛，则

lim
s→1−

∞∑
k=0

aks
k =

∞∑
k=0

ak = a.

(2) 如果 ak ≥ 0 且 lims→1− aks
k = a ≤ ∞，则

∞∑
k=0

ak = lim
n→∞

N∑
k=0

ak = a.

定理 31.4

对于马氏链 {Xn} 以及 {p(n)ii }，f
(n)
ii ，有以下结果：

(1)
∑∞

n=0 p
(n)
ii = 1

(1−f∗
ii)
；

(2) i 是常返状态的充分必要条件是
∑∞

i=0 p
(n)
ii = ∞；

(3) 如果 i 是常返状态，i → j，则 i ↔ j，并且 j 也是常返的.

证明. 在定理 31.2 中取 j = i，两边再同时乘以 ρn，对 n ≥ 1 我们有

ρ
(n)
ii ρn =

n∑
k=1

f
(k)
ii ρkp

(n−k)
ii ρn−k, ρ ∈ (0, 1).

上式两边对 n 求和得到

G(ρ) =

∞∑
n=0

p
(n)
ii ρn

= 1 +

∞∑
n=1

p
(n)
ii ρn

= 1 +

∞∑
n=1

n∑
k=1

f
(k)
ii ρkpii

(n−k)ρn−k

= 1 +

∞∑
k=1

∞∑
n=k

f
(k)
ii ρkpii

(n−k)ρn−k

= 1 + (

∞∑
k=1

f
(k)
ii ρk)(

∞∑
n=0

p
(n)
ii ρn)

= 1 + F (ρ)G(ρ),

其中 F (ρ) =
∑∞

k=1 f
(k)
ii ρk. 于是得到

G(ρ) = 1/[1− F (ρ)].

令 ρ → 1− 由引理 31.3 就得到结论 (1).
结论 (2) 是结论 (1) 的直接推论.
下面证明结论 (3). 首先我们证明 i ↔ j. 因为 i → j，可见自 i 出发，最终要到达 j，而且中间不经

过 i 的概率应大于 0；因此，必存在 N(> 0)，使自 i 出发，于第 N 步初次到达 j，而且中间不经过 i 的

概率 f
(N)
i,ij > 0. 下面我们证明 f∗

ji = 1，于是 j → i. 若设 f∗
ji < 1，则自 i 出发，不回到 i 的概率至少为

f
(N)
i,ij (1− f∗

ji) > 0，此与 i 为常返的假设矛盾.
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再证明 j 是常返的. 设 n,m 使得 p
(m)
ji p

(n)
ij > 0. 对于任意 k ≥ 1，我们有

p
(m+k+n)
jj ≥ p

(m)
ji p

(k)
ii p

(n)
ij .

两边对 k 求和我们有
∞∑
k=1

p
(m+k+n)
jj ≥ p

(m)
ji p

(n)
ij

∞∑
k=1

p
(k)
ii = ∞,

由 (2) 知道 j 是常返的.

31.2 正常返与零常返状态

记

Ti =

{
min{n|Xn = i;n ≥ 1}, 当

⋃∞
i=1{Xn = i} 发生,

∞, 否则.

对于马氏链 {Xn}，Ti 是质点首次到达状态 i 时的转移次数. Ti = n 表示质点第 n(≥ 1) 次转移首次到达

状态 i.
引入条件概率 Pi(·) = P (·|X0 = i)，则

f
(n)
ii = Pi(Ti = n) = P (Ti = n|X0 = i)

是把质点从 i 出发的条件下，第 n 步首次回到 i 的概率. 当 f∗
ii = 1 时，则 Pi(Ti < ∞) =

∑∞
n=1 f

(n)
ii = 1.

在条件 X0 = i 时，Ti 的数学期望

µi = E[Ti|X0 = i] =

∞∑
n=1

nPi(Ti = n) =

∞∑
n=1

nf
(n)
ii . (31.2)

µi 是质点返回状态 i 所需要的平均转移次数，称 µi 为状态 i 的平均回转时间或期望回转时间. 平均回转
时间 µi 越小，表明质点返回 i 越频繁. 当 µi = ∞，说明质点平均转移无穷次才能回到 i.

定义 31.5

设 i 是常返状态. 如果 i 的回转时间 µi < ∞，则称 i 是正常返状态. 如果 i 的回转时间 µi = ∞，
则称 i 是零常返状态.

定理 31.6

设 i 是常返状态，则

(1) i 是零常返状态的充分必要条件是 limn→∞ p
(n)
ii = 0；

(2) 当 i 是零常返的，i → j 时，j 也是零常返的；

(3) 当 i 是正常返的，i → j 时，j 也是正常返的.

证明. 下面证明 (2). 由定理 31.4 (3) 我们知 i ↔ j. 设正整数 m,n 使得 p
(n)
ij p

(m)
ji > 0，于是

p
(n+k+m)
ii ≥ p

(n)
ij p

(k)
jj p

(m)
ji .

由 p
(n)
ii → 0，我们有

lim
k→∞

p
(k)
jj ≤ 1

p
(n)
ij p

(m)
ji

lim
k→∞

p
(n+k+m)
ii = 0.

这说明 j 是零常返的. 由 (2) 可得到 (3).
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命题 31.7

如果 j 不是正常返的，则对任意状态 i，有

p
(n)
ij → 0, 当 n → ∞ 时.

证明. 对非常返的 j，由定理 31.4 (2) 我们有
∑∞

i=0 p
(n)
ii < ∞，从而 p

(n)
jj → 0. 对零常返的 j，利用定理

31.6 我们有 p
(n)
jj → 0. 对任意状态 i，我们有

p
(n)
(ij) =

m∑
k=1

f
(k)
ij p

(n−k)
jj +

n∑
k=m+1

f
(k)
ij p

(n−k)
jj

≤
m∑

k=1

p
(n−k)
jj +

n∑
k=m+1

f
(k)
ij

令 n → ∞，右方的第一项
∑m

k=1 p
(n−k)
jj → 0，于是得到

lim
n→∞

p
(n)
ij ≤

∞∑
k=m+1

f
(k)
ij .

因为
∑∞

k=1 f
(k)
ij ≤ 1，所以再令 m → ∞ 我们就得到结论.

上面命题说明，只要 j 不是正常返的，从任何 i 出发，较长的时间后，质点位于 j 的概率非常小.



125

第32讲 周期及其性质，遍历状态

32.1 周期及其性质

对于一般的马氏链 {Xn}，定义状态 i 的周期如下：

(1) 如果
∑∞

n=1 p
(n)
ii = 0，则质点从 i 出发不可能再回到 i，这时称 i 的周期是 ∞.

(2) 设 d 为正整数，质点从 i 出发，如果只可能在 d 的整数倍上回到 i，而且 d 是具有此性质的最大正

数，则称 i 的周期是 d；

(3) 如果 i 的周期为 1，则称 i 是非周期的.

其中的 (2) 说明，称状态 i 的周期是 d，如果 p
(n)
ii > 0，则必有 n = md，并且 d 是满足此性质最大的整

数. 但当 i 的周期 d < ∞ 时，p
(nd)
ii > 0 也不必对所有的 n 成立，但至少对某个 n 成立.

例 32.1

在直线上，如果质点每次向前、向后移动 1 步的概率都是 1/3，向后移动 2 步的概率也是 1/3，则

每个状态都是非周期的.

证明. 易见
p
(2)
ii ≥ pi,i+1pi+1,i > 0,

p
(3)
ii ≥ pi,i2pi−2,i−1pi−1,i > 0,

于是从 2 = nd, 3 = md 得到 d = 1. i 的周期是 d = 1，i 是非周期的.

例 32.2

在直线上，如果质点每次向前移动 1步的概率都是 p，向后移动 5步的概率都是 q = 1−p，pq > 0，

则每个状态的周期都是 6.

证明. 质点从 i 出发，经过 n 次转移回到 i 时，我们说明 n = 6m. 设质点向前一共移动了 k 次，向后

一共移动了 m 次，根据题意得到 k = 5m. 于是质点移动的次数 n = k + m = 5m + m = 6m. 又由于
p
(6)
ii > p5q > 0，所以状态 i 的周期是 d = 6.

以后总用 di 表示 i 的周期. 下面的定理给出了周期 di 的数字描述.

定理 32.3

若状态 i 的周期 di < ∞，则

(1) di 是数集 Bi = {n|p(n)ii > 0, n ≥ 1} 的最大公约数；

(2) 如果 i ↔ j，则 di = dj；

(3) 存在正数 Ni 使得当 n ≥ Ni 时，p
(ndi)
ii > 0.

证明. (1) 由定义直接可得.
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(2) 设正整数 m,n 使得 p
(m)
ji p

(n)
ij > 0. 对于任意 k ∈ Bi = {k|p(k)ii > 0, k ≥ 1}，利用推论 30.2 我们有

p
(m+n)
jj ≥ p

(m)
ji p

(n)
ij > 0,

p
(m+k+n)
jj ≥ p

(m)
ji p

(k)
ii p

(n)
ij > 0.

于是 dj 整除 m+ n 和 m+ k+ n，于是 k|(m+ k+ n)− (m+ n)，于是整除 Bi 中的所有元，从而

得到 dj 整除 di. 对称地我们可以得到 di 整除 dj，所以 di = dj .

(3) 设 (1) 中的 Bi = {n1, n2, · · · }，lm 是子集 {n1, n2, · · · , nm} 的最大公约数，则 di 是 lm 的约数，且

lm 单调不增收敛到 di. 因为 lm 是整数，所以有 k 使得 di = lk 是 {n1, n2, · · · , nk} 的最大公约数.
根据数论的基本知识知道存在 Ni，使得只要 n ≥ Ni，就有

ndi = n1m1 + · · ·+ nkmk, mi是非负整数.

再利用推论 30.2 我们有

p
(ndi)
ii ≥ p

(n1m1)
ii p

(n2m2)
ii · · · p(nkmk)

ii

≥ [p
(n1)
ii ]m1 [p

(n2)
ii ]m2 · · · [p(nk)

ii ]mk > 0.

32.2 遍历状态

定义 32.4

如果状态 i 是正常返和非周期的，则称 i 是遍历状态.

定理 32.5

设常返状态 i 有周期 di 和平均回转时间

µi = E[Ti|X0 = i],

则

lim
n→∞

p
(ndi)
ii =

di
µi

.

上面定理表明，质点从常返状态 i 出发后，对于充分大的 n，质点在第 ndi 步回到 i 的概率与 di 成

正比，与回转时间 µi 成反比.
根据本讲中的讨论，对于常返状态 i，如果 i → j，i 的性质就会传递给 j：这时有 j ↔ i；dj = di；

µj < ∞ 的充分必要条件是 µi < ∞；当 n → ∞ 时，p
(n)
jj 的充分必要条件是 p

(n)
ii → 0. 这些结果说明

i ↔ j 时，j 是正常返状态的充分必要条件为 i 是正常返状态；j 是遍历状态的充分必要条件为 i 为遍历

状态.
如果 i 是非常返状态，从 i → j 我们还不能得到关于 j 的更多信息. 这时 j 可以是常返的 (参考

两边是吸收壁的简单随机游动中的 0 或 n)，也可以是非常返的 (参考两边是吸收壁的简单随机游动中的
i, j ∈ {1, 2, · · · , n− 1}).
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命题 32.6

对于常返状态 j，有

(1) µj ≥ 1；

(2) 当 i → j 时，质点从 i 出发以概率 1 到达 j：

∞∑
k=1

f
(k)
ij = P (Tj < ∞|X0 = i) = 1;

(3) 当 j 是遍历状态，i ↔ j 时，有

p
(n)
ij → πj := 1/µj .

证明. (1) 由 (31.2) 我们知

µj =

∞∑
n=1

nf
(n)
jj ≥

∞∑
n=1

f
(n)
jj = 1.

(2) 实际上在定理 31.4 (3) 的证明过程中我们已经证明了这一点.

(3) 遍历状态的周期是 1，所以用定理 32.5 我们有

πj =
1

µj
= lim

n→∞
p
(n)
jj ∈ (0, 1].

对于 1 ≤ m ≤ n，我们有

p
(n)
ij =

m∑
k=1

f
(k)
ij p

(n−k)
jj +

n∑
k=m+1

f
(k)
ij p

(n−k)
jj .

令 n → ∞ 时，右边第一项收敛到
∑m

k=1 f
(k)
ij πj，第二项极限不超过 bm =

∑∞
k=m+1 f

(k)
ij ，于是得到

lim
n→∞

p
(n)
ij =

m∑
k=1

f
(k)
ij πj +O(bm).

再令 m → ∞，注意到 bm → 0 并利用 (2) 我们知结论成立.
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第33讲 状态空间的分解，简单随机游动的常返

性

33.1 状态空间的分解

定义 33.1

设 I 是马氏链 {Xn} 的状态空间，i ∈ I. 把和 i 互通的状态放在一起，得到集合

C = {j|j ↔ i, j ∈ I}.

(1) 称 C 是一个等价类；

(2) 如果 I 是一个等价类 (所有状态互通)，则称马氏链 {Xn} 或状态空间 I 不可约；

(3) 设 B 是 I 的子集，如果质点不能从 B 中的状态到达 Bc = I −B 中的状态，则称 B 是闭集.

我们知道如果等价类 C 中有一个常返状态，则 C 中的一切状态都是常返的，这时称 C 是常返等价

类.

定理 33.2

设 C 是一个等价类，则有以下结果：

(1) 不同的等价类互不相交.

(2) C 中的状态有相同的类型：或都是正常返的，或都是零常返的，或都是非常返的. 在任何情
况下，C 中的状态有相同的周期.

(3) 常返等价类是闭集：质点不能走出常返等价类.

(4) 零常返等价类含有无穷个状态.

(5) 非常返等价类如果是闭集，则含有无穷个状态.

证明. 设 C 和 C1 都是等价类，如果有 i ∈ C ∩C1，由互通的传递性我们知 i 和 C ∪Ci 中的所有状态互

通，于是必有 C = C1. 所以 (1) 成立.
由定理 32.3 和定理 31.6 我们可得 (2).
如果 i ∈ C，i → j，由定理 31.4 我们有 i ↔ j，从而 j ∈ C. 于是 (3) 成立.
(4) 和 (5) 的证明：因为 C 是闭集，所以有∑

j∈C

p
(n)
ij = 1.

由命题 31.7，如果 C 是零常返或非常返等价类，当 n → ∞ 时，总有 p
(n)
ij → 0. 如果 C 中只有有限个状

态，在上式中令 n → ∞，我们得 0 = 1. 这说明 C 不能是有限集合.

于是我们知，当 C 中有正常返状态，则 C 中的所有状态都是正常返的，于是称 C 是正常返等价类；

当 C 中有零常返状态，则 C 中的所有状态都是零常返的，于是称 C 是零常返等价类；当 C 中有非常返
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状态，于是称 C 是非常返等价类；当 C 的某个状态有周期 d，则 C 中所有状态的周期都是 d，于是称 C

的周期是 d；当 C 中有一个遍历状态，C 中的状态都是遍历的，这时又称 C 是遍历等价类.
利用等价关系可以把马氏链得状态空间 I 分解成

I =

n⋃
j=1

+T, 这里 m ≤ ∞, (33.1)

其中 Cj 是常返等价类，T 由全体非常返状态组成. 质点可以永远在 T 中运动，也可以从 T 转移到某个

Cj 中，然后永远在 Cj 中运动. 如果 T 是有限集合，质点一定会走出 T，进入某个闭集 Cj，然后永远在

Cj 中运动. 按照 (33.1) 的规律重新编排状态的顺序后可以将该马氏链的转移矩阵写成

C1 C2 · · · Cm−1 Cm T



C1 P1 0 · · · 0 0 0

C2 0 P2 · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...
Cm 0 0 · · · 0 Pm 0

T R1 R2 · · · Rm−1 Rm QT

= P. (33.2)

由于常返等价类 Ck 是闭集，所以对应的 Pk = (pij)i,j∈Ck
的每行之和是 1. 这就相当于 Ck 本身是一个

不可约马氏链，质点从 Cj 中的状态出发或从 T 进入 Cj 后就永远在 Cj 中运动.
利用 P (n) = Pn 和矩阵乘法得到

C1 C2 · · · Cm−1 Cm T



C1 Pn
1 0 · · · 0 0 0

C2 0 Pn
2 · · · 0 0 0

...
...

...
...

...
...

Cm 0 0 · · · 0 Pn
m 0

T R
(n)
1 R

(n)
2 · · · R

(n)
m−1 R

(n)
m Qn

T

= P (n). (33.3)

由于马氏链 {Xn} 可以有无穷个常返等价类，所以 (33.2) 和 (33.3) 中的 Cm，Pm，Rm 和 Pn
m，R

(n)
m 可

以同时改写为 “· · · ”. Pn
m 的每行之和等于 1. 另外，用 q

(n)
ij 表示 Qn

T 的对应元素，于是由命题 31.7，我们
还有

lim
n→∞

Qn
T = ( lim

n→∞
q
(n)
ij )i,j∈T = 0.

33.2 简单随机游动的常返性

例 33.3

简单随机游动中所有状态互通，{Xn} 是一个不可约马氏链，I 是一个等价类. 要研究 I 是否为常

返等价类，只要研究状态 i. 如果质点在第 2n 步回到 i，则向左和向右各移动了 n 次. 设每次移动
向右的概率为 p，由二项分布的性质我们可以得到

p
(2n)
ii = Cn

2n = pnqn, p
(2n−1)
ii = 0.
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当 s = 4pq < 1 时，有

∞∑
n=0

p
(n)
ii =

∞∑
n=0

p
(2n)
ii =

∞∑
n=0

(2n)!

n!n!
(pq)n

=

∞∑
n=0

1

n!
(
1

2
)(
3

2
) · · · 2n− 1

2
sn = (1− s)−1/2. (用 Taylor 级数展开)

由于 4pq ≤ 1，且 4pq = 1 的充分必要条件是 p = q，所以
∑∞

n=0 p
(n)
ii = ∞ 的充分必要条件是

p = q. 于是 p = q 时，直线上的简单对称随机游动是常返的. 当 p ̸= q 时，非对称的简单随机游

动是非常返的.
用 an ≃ bn 表示 an/bn → 1(n → ∞). 利用斯特林公式

n! ≃ nne−n
√
2πn, (33.4)

可以进一步证明简单对称随机游动是零常返的. 实际上，由上式我们有

lim
n→∞

p
(2n)
ii = lim

n→∞
Cn

2n

1

22n
= lim

n→∞

(2n)!

n!n!

1

22n

= lim
n→∞

(2n)2ne−2n
√
4πn

n2ne−2n2πne2n
= lim

n→∞

1√
πn

= 0. (33.5)

从定理 31.6 知道 i 是零常返的.

例 33.4

在两端是吸收壁的简单随机游动中，{1, 2, · · · , n− 1} 是一个等价类. 因为质点从 1 出发后不回到

1 的概率 1 − f∗
11 > P (X1 = 0|X0 = 1) = q > 0，所以 {1, 2, · · · , n − 1} 是非常返等价类，{0} 和

{n} 是正常返等价类.

例 33.5

在两端是反射壁的简单随机游动中，{0, 1, 2, · · · , n} 是一个等价类. 由于 I 是闭集，且只有 n+ 1

个状态. 所以 I 是正常返等价类.

例 33.6: 平面上的简单对称随机游动

设质点在平面的整数格点上做随机游动，每次以 1/4 的概率向最邻近的 4 个状态转移. 将所有
的格点编号后得到状态空间 I. 易见 I 的状态互通，因而是一个等价类. 质点从 i 出发后，只

可能在 2n 步上回到 i，这时质点向左、右各移动 k 步，向上、下各移动 n − k 步. 用组合公式∑n
k=0(C

k
n)

2 = Cn
2n，利用斯特林公式 (33.4)，以及 (33.5) 我们有

p
(2n)
ii =

1

42n

n∑
k=0

(2n)!

[k!(n− k)!]2

=
1

42n
Cn

2n

n∑
k=0

(Ck
n)

2 = (
1

22n
Cn

2n)
2

≃ 1/(πn).

由于
∑

n≥1 n
−1 = ∞，所以平面上的简单对称随机游动也是常返的，再从 p

(2n)
ii → 0 知道，平面上
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的简单对称随机游动是零常返的.

例 33.7: 三维空间上的简单对称随机游动

设质点在三维直角坐标中的整数格点上做随机游动，每次以 1/6 的概率向最邻近的 6 个状态转移.
将所有的格点编号后得到状态空间 I. 易见 I 的状态互通，因而是一个等价类. 设Kn = {j, k|j, k ≥
0, j + k ≤ n}，则

p
(2n+1)
ii = 0,

p
(2n)
ii =

1

6(2n)

∑
j,k∈Kn

(2n)!

[j!k!(n− j − k)!]2
.

可以验证 k = j = [n/3]，n!/(j!k!(n− j − k)!) 达到最大值，再用斯特林公式得到

1

3n
max

j,k∈Kn

n!

j!k!(n− j − k)!
= O(n−1).

上式与三项公式 ∑
j,k∈Kn

n!

j!k!(n− j − k)!
= (1 + 1 + 1)n = 3n

结合，得到

p
(2n)
ii ≤ 1

22n32n
Cn

2n max
j,k∈Kn

n!

j!k!(n− j − k)!
3n = O(n−3/2).

由于
∑

n≥1 n
−3/2 < ∞，所以三维空间中的简单对称随机游动是非常返的.
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第34讲 质点在常返等价类中的转移

当 C 是常返等价类时，我们知 C 是闭集. 质点从 C 中出发将永远在 C 中运动. 质点在 C 中的运动

也是一个马氏链，仍然用 {Xn} 表示.

例 34.1

考虑直线上的简单对称随机游动. 这时，状态空间 I = {j|j = 0, 1,±1,±2, · · · }中的所有状态互通，
是一个常返等价类，有周期 d = 2. 用 G1 表示所有的奇数，用 G2 表示所有的偶数，则 I = G1∪G2.
质点从偶数状态出发，第 1 步进入 G1，第 2 进入 G2，第 3 步进入 G3 = G1，· · ·，第 n = md− 1

步进入 Gmd−1 = G1，第 n = md 步进入 Gmd = G2，周而复始.

定理 34.2

设常返等价类 C 有周期 d > 1. 取定 C 中的状态 i. 对于 j ∈ C，

(1) 有唯一的 r ∈ {1, 2, · · · , d}，使得只要 p
(n)
ij > 0，则有 n = kd+ r；

(2) 对于 (1) 中的 r，存在 Nj 使得 n > Nj 时，p
(nd+r)
ij > 0；

(3) f∗
ij =

∑∞
n=1 f

(nd+r)
ij = 1.

证明. 因为 j ↔ i，所以有 k 使得 p
(k)
ji > 0.

(1) 如果 n,m 使得 p
(n)
ij p

(m)
ij > 0，则有

p
(n+k)
ii ≥ p

(n)
ij p

(k)
ji > 0,

p
(m+k)
ii ≥ p

(m)
ij p

(k)
ji > 0.

由周期的定义我们知 n+ k,m+ k 都是周期 d 的倍数，所以 n−m = (n+ k)− (m+ k) 也是 d 的

倍数. 这说明 n,m 被 d 除后有相同的余数，即存在唯一的 r ∈ {1, 2, · · · , d}，使得

n = k1d+ r, m = k2d+ r.

(2) 设 p
(Nd+r)
ij > 0. 根据定理 32.3 (3)，存在 Nj 使得当 m > Nj 时，p

(md)
jj > 0. 当 n > N +Nj 时有

m = (n−N) > Nj，于是有

p
(nd+r)
ij ≥ p

(Nd+r)
ij pjj

(nd−Nd) = p
(Nd+r)
ij p

(md)
jj > 0.

(3) 由于 f
(n)
ij 是质点从 i出发在第 n步首次到达 j 的概率，所以 f

(n)
ij ≤ p

(n)
ij . 于是只要 n使得 f

(n)
ij > 0

时，就有 p
(n)
ij > 0，从而有 n = kd+ r，再利用命题 32.6 (2) 我们知

f∗
ij =

∞∑
n=1

f
(n)
ij =

∞∑
n=1

f
(nd+r)
ij = 1.

对于固定的 i ∈ C，定理 34.2 的 (1) 说明，质点从 i 出发后，只可能在 t = kd+ r 时转移到状态 j，r

是和 j 有关的正整数；性质 (2) 说明在时间充分长后，质点可以在任何时刻 t = nd+ r 到达 j. 现在定义

Cr = {j|
∞∑

n=1

p
(nd+r)
ij > 0}, r = 1, 2, · · · , d�
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质点从 i 出发后，只能在时刻

r, d+ r, 2d+ r, · · ·

进入集合 Gr，于是得到 d 个互不相交的 G1, G2, · · · , Gd. 质点在这些集合中的转移规律如下，质点从 i

出发后，第 1 步进入 G1，第 2 步进入 G2，· · ·，第 d 步进入 Gd. 第 d+ 1 步进入 Gd+1 = G1，· · ·，依
次循环.

命题 34.3

对于有周期 d 的正常返等价类 C 和 i, j ∈ C，有唯一的 r(1 ≤ r ≤ d)，使得当 n → ∞ 时，

1

d

d∑
i=1

p
(nd+s)
ij =

1

d
p
(nd+r)
ij → 1

µj
.

证明. 根据定理 34.2 (1)，有唯一的 r ∈ {1, 2, · · · , d} 使得只要 p
(n)
ij > 0，则有 n = kd+ r，所以

1

d

d∑
i=1

p
(nd+s)
ij =

1

d
p
(nd+r)
ij .

当 f
(k)
ij p

(nd+r−k)
jj > 0 时，有 p

(k)
ij ≥ f

(k)
ij > 0，于是有 k = ld+ r. 于是

p
(nd+r)
ij =

nd+r∑
k=1

f
(k)
ij p

(nd+r−k)
jj

=

n∑
l=1

f
(ld+r)
ij p

(nd−ld)
jj

=

h∑
l=1

f
(ld+r)
ij p

(nd−ld)
jj +

n∑
l=h+1

f
(ld+r)
ij p

(nd−ld)
jj .

当 n → ∞，用 p
(nd−ld)
jj → d/µj 得到右边的第一项收敛到

h∑
i=1

f
(ld+r)
ij

d

µj
,

第二项的极限不超过 bh ≡
∑∞

l=h+1 f
(ld+r)
ij ，即有

lim
n→∞

p
(nd+r)
ij =

d

µj

h∑
l=1

f
(ld+r)
ij +O(bh).

令 h → ∞，用
∑∞

l=1 f
(ld+r)
ij = 1 和 bh → ∞ 可得.

命题 34.4

对于有周期 d 的正常返等价类 C 和 i, j ∈ C，有

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

p
(k)
ij =

1

µj
.

证明. 由前一命题我们有

al =
1

d

d∑
s=1

pij
(ld+s) → 1

µj
, 当 l → ∞ 时.
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于是当 m → ∞ 时，有

1

md

md∑
k=1

p
(k)
ij =

1

d

1

m

m−1∑
l=0

d∑
s=1

p
(ld+s)
ij =

1

m

m−1∑
i=0

al →
1

µj
.

对于任意自然数 n，存在 m 使得 (m− 1)d < n ≤ md. 再由

1

(m− 1)d

md∑
k=1

p
(k)
ij ≤ 1

n

n∑
k=1

p
(k)
ij ≤ 1

(m− 1)d

md∑
k=1

p
(k)
ij ,

让 n → ∞ 从而得证.
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第35讲 不变分布

设 P 是马氏链 {Xn} 的转移概率矩阵，给定 X0 的概率分布

π(0) = [π1, π2, · · · ].

我们知 Xn 的概率分布

π(n) = [π
(n)
1 , π

(n)
2 , · · · ],

其中 π
(n)
j = P (Xn = j)，满足

π(n) = π(n−1)P = π(0)Pn, n ≥ 1.

命题 35.1

如果 π(1) = π(0)，则 π(n) = π(0).

上面命题说明只要 π(1) = π(0)，则 Xn 和 X0 同分布. 概率分布 π(1) = π(0) 等价于 π(0) = π(0)P .
也等价于 ∑

j∈I

πj = 1, πj =
∑
k∈I

πkpkj ≥ 0, j ∈ I. (35.1)

定义 35.2

如果 π = [π1, π2, · · · , · · · ] 满足 (35.1)，或等价地满足∑
j∈I

πj = 1, π = πP, (35.2)

则称 π 是马氏链 {Xn} 或转移矩阵 P 的不变分布.

定理 35.3

设 C+ 是马氏链 {Xn} 的所有正常返状态，i ∈ C+.

(1) 如果 C+ 是遍历等价类，则

πj = lim
n→∞

p
(n)
ij = 1/µj , j ∈ I

是唯一不变分布.

(2) 如果 C+ 是周期为 d 的等价类，则

πj =
1

d
lim
n→∞

p
(nd)
ij = lim

n→∞

1

d

d∑
s=1

p
(nd+s)
ij = lim

n→∞

1

n

n∑
k=1

p
(k)
ij , j ∈ I

是唯一不变分布，且 πj = 1/µj；

(3) {Xn} 有唯一不变分布的充分必要条件是 C+ 是等价类；

(4) {Xn} 有不变分布的充分必要条件是 C+ 非空；

(5) 状态有限的马氏链必有不变分布.
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证明. 只对 C+ 是有限集合的情形给出证明.

(1) 我们知

πj = lim
n→∞

p
(n)
ij =

{
0, j /∈ C+,

1/µ, j ∈ C+.

因为质点从 i 出发不能走出 C+，所以有∑
j∈I

p
(n)
ij =

∑
j∈C+

p
(n)
ij = 1.

令 n → ∞，得到
∑

j∈I πj =
∑

j∈C+ πj = 1. 再利用 K-C 方程得到

πj = lim
n→∞

p
(n)
ij = lim

n→∞

∑
k∈C+

p
(n−1)
ik pkj

=
∑

k∈C+

πkpkj ,

上述等式说明 {πj} 是不变分布.

(2) 当 j /∈ C+ 时，由命题 31.7 我们知道这 3 个极限都是 0. 当 j ∈ C+ 时，由定理 32.3，命题 34.3 和
命题 34.4 我们知这三个极限都是 1/µj，于是

πj =

{
0, j /∈ C+,

1/µj , j ∈ C+.

我们先验证 πj 是不变分布. 注意 i ∈ C+，我们有

πj = lim
n→∞

1

d

d∑
s=1

p
(nd+s)
ij

= lim
n→∞

d∑
s=1

1

d

∑
k∈C+

p
(nd+s−1)
ik pkj (用 K − C 方程)

=
∑

k∈C+

lim
n→∞

1

d

d∑
s=1

p
(nd+s−1)
ik pkj

=
∑

k∈C+

πkpkj =
∑
k∈I

πkpkj .

又由
∑

j∈C+ p
(nd+s)
ij = 1，我们有

∑
j∈I

πj =
∑
j∈C+

πj =
∑
j∈C+

lim
n→∞

1

d

d∑
s=1

p
(nd+s)
ij = lim

n→∞

1

d

d∑
s=1

∑
j∈C+

p
(nd+s)
ij = 1.

由上我们知 {πj} 是不变分布.

下面证明唯一性. 如果 {π′
k} 也是不变分布，则对于 j /∈ C+，由命题 31.7 我们有

π′
j =

∑
k∈I

π′
kp

(nd+s)
kj → 0, n → ∞,

于是 π′
j = πj = 0. 于是 j ∈ C+，我们有

π′
j =

∑
k∈I

π′
kp

(nd+s)
kj =

∑
k∈C+

π′
kp

(nd+s)
kj , s = 1, 2, · · · , d.
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两边对 s 求平均后，令 n → ∞ 我们有

π′
j ==

∑
k∈C+

π′
k

1

d

d∑
s=1

p
(nd+s)
kj →

∑
k∈C+

π′
kπj = πj .

故 π′
j = πj .

(3) 如果 C+ 是一个正常返等价类，由 (1) 和 (2) 我们知不变分布存在且唯一. 如果 C+ 至少有两个正

常返等价类 C1, C2. 在马氏链的分解中 C1, C2 对应的矩阵分别是 P1，P2，则按照本定理的 (1) 和
(2)，有分布列 π1 和 π2 使得

π1 = π1P1, π2 = π2P2.

对于任意 p = 1− q ∈ [0, 1]，定义

π = [pπ1, qp2, 0, · · · , 0], (35.3)

则对于 (33.2) 定义的 P，我们有

πP = [pπ1, qp2, 0, · · · , 0]



C1 P1 0 · · · 0 0 0

C2 0 P2 · · · 0 0 0
...

...
...

...
...

...
Cm 0 0 · · · 0 Pm 0

T R1 R2 · · · Rm−1 Rm QT


= [pπ1P1, qp2P2, 0, · · · , 0]

= [pπ1, qp2, 0, · · · , 0]

= π.

这说明任何组合 (35.3) 都是不变分布，即不变分布有无穷个.

(4) 当 C+ 非空时，它就至少有一个正常返等价类，由 (3) 我们知不变分布存在. 如果 C+ 是空集，那

么我们知对任意 i.j ∈ I，有 p
(n)
kj → 0. 设 π 是不变分布，则由 π = πP 得到 π = πP (n)，从而得到

πj =
∑
k∈I

πkp
(n)
kj → 0, n → ∞.

这与
∑

j∈I πj = 1 矛盾.

(5) 有限状态马氏链至少有一个正常返状态，由 (4) 我们知不变分布必然存在.

命题 35.4

设 P = (P1, P2, · · · , Pm) 是马氏链的一步转移概率矩阵，Pj 是 P 的第 j 列，则方程组

π = πP,

m∑
j=1

πj = 1 (35.4)

和

[π1, π2, · · · , πm−1] = π(P1, P2, · · · , Pm−1),

m∑
j=1

πj = 1 (35.5)

有相同的解.



138 35 不变分布

证明. (35.4) 的方程数比 (35.5) 多一个，所以 (35.4) 的解也是 (35.5) 的解. 如果 π 满足 (35.5)，对
j = 1, 2, · · · ,m− 1 有 πj = πPj，于是由

m∑
j=1

πj = 1,

m∑
j=1

Pj = 1, π1 = 1,

其中 1 表示元素都是 1 的向量，我们得到

πPm = π(1−
m−1∑
j=1

Pj) = 1−
m−1∑
j=1

πPj = 1−
m−1∑
j=1

πj = πm,

从而得证.

例 35.5

设马氏链的状态空间是 I = {1, 2}，转移矩阵是

P =

(
3/4 1/4

5/8 3/8

)
.

(1) 计算不变分布 π 和极限 limn→∞ Pn；

(2) 计算状态 1, 2 的期望返回时间 µ1, µ2.

解. (1) 马氏链互通，是一个遍历等价类. 解方程{
p1 = 3

4p1 +
5
8p2,

p1 + p2 = 1

得到不变分布 π = (5/7, 2/7). 由于马氏链是遍历的，由定理 35.3 (1) 我们有

lim
n→∞

Pn = lim
n→∞

(
P

(n)
11 p

(n)
12

p
(n)
21 p

(n)
22

)
=

(
π1 π2

π1 π2

)
=

(
5/7 2/7

5/7 2/7

)
.

(2) 根据公式 πj = 1/µj 我们有 µ1 = 7/5，µ2 = 7/2.
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第36讲 平稳性和平稳可逆性

36.1 平稳性

设 {Xn} 有不变分布 π = [π1, π2, · · · ]. 当不变分布 π 是 X0 的初始分布时，对 n = 1, 2, · · · 有

P (Xn = j) = π
(n)
j = πj = P (X0 = j).

这时 Xn 的概率分布不随 n 变化.

命题 36.1

对于任意 m,n ≥ 1，随机向量

ξn = (Xn, Xn+1, · · · , Xn+m) 和 ξ0 = (X0, X1, · · · , Xm)

有相同的联合分布.

证明. 对于事件

Ak = {Xn+k = ik}, Bk = {Xk = ik}, k = 0, 1, · · · ,m,

有 P (A0) = P (Xn = i0) = P (X0 = i0) = P (B0). 对于 k = 1, 2, · · · ,m，由时齐性我们有

P (Ak|A0A1 · · ·Ak−1) = P (Xk = ik|Xk−1 = ik−1) = P (Bk|B0B1 · · ·Bk−1).

再利用乘法公式我们有

P (Xn = i0, Xn+1 = i1, · · · , Xn+m = im) = P (A0A1 · · ·Am)

= P (A0)P (A1|A0) · · ·P (Am|A0A1 · · ·Am−1)

= P (B0)P (B1|B0) · · ·P (Bm|B0B1 · · ·Bm−1)

= P (B0B1 · · ·Bm)

= P (X0 = i0, X1 = i1, · · · , Xm = im).

所以 ξn 和 ξ0 同分布.

命题 36.2

设遍历马氏链 {Xn} 的初始分布是平稳不变分布 π，马氏链 {Yn} 的转移概率和 {Xn} 的转移概
率相同，则对任意 m ≥ 1，

lim
n→∞

P (Yn = i0, Yn+1 = i1, · · · , Ym+n = im) = P (X0 = i0, X1 = i1, · · · , Xm = im).

证明. 用 pij 表示转移概率. 对任意 j 利用
∑

i∈I P (Y0 = i) = 1 以及 limn→∞ p
(n)
ij = πj 得到

lim
n→∞

P (Yn = j) = lim
n→∞

∑
i∈I

P (Y0 = i)p
(n)
ij =

∑
i∈I

P (Y0 = i)πj = πj .
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于是

lim
n→∞

P (Yn = i0, Yn+1 = i1, · · · , Yn+m = im)

= lim
n→∞

P (Yn = i0)pi0i1pi1i2 · · · pim−1im

=πi0pi0i1pi1i2 · · · pim−1im

=P (X0 = i0, X1 = i1, · · · , Xm = im).

当马氏链是平稳序列时，称马氏链处于平稳状态. 上面命题结论说明，对于遍历马氏链，随着时间的
推移马氏链 {Yn} 趋于稳定状态.

36.2 平稳可逆性

如果 {Xn} 是以 {πi} 为不变分布的马氏链，有转移概率矩阵 P = (pij)，对于 n > m ≥ 0，因为已知

现在 B = {Xm = i}时，过去 A = {Xm−1 = j}与将来 C = {xm+1 = im+1, Xm+2 = im+2, · · · , Xn = in}
独立，所以有

P (A|BC) = P (A|B).

利用 Xn 和 X0 同分布得到

P (Xm−1 = j|Xm = i,Xm+1 = im+1, · · · , Xn = in)

=P (Xm−1 = j|Xm = i) =
P (Xm−1 = j,Xm = i)

P (Xm = i)
=

πjpji
πi

.

上式只与 i, j 有关，与 m 无关. 这说明把时间倒过来看，{Xn} 也具有马氏性，一步转移概率是

p∗ij = P (X0 = j|Xi = i) =
πjpji
πi

, m ≥ 0.

如果这个转移概率也等于 pij，则由 p∗ij = pij 我们可以得到

πipij = πjpji, i, j ∈ I. (36.1)

定义 36.3

设马氏链 {Xn} 有一步转移概率矩阵 P = (pij).

(1) 如果有不全为零的非负数列 η = {ηi}，使得

ηipij = ηjpji, i, j ∈ I

成立，则称 {Xn}是对称马氏链，称 η为 {Xn}或 P 的对称化序列. 特别当概率分布 π = {πi}
使得

πipij = πjpji, i, j ∈ I,

称 π 为 {Xn} 或 P 的可逆分布或平稳可逆分布.

(2) 若 {Yn} 是平稳序列，且对于任何 n > m ≥ 0，随机向量

(Ym, Ym+1, · · · , Yn−1, Yn) 和 (Yn, Yn−1, · · · , Ym+1, Ym)

同分布，则称 {Yn} 是时间可逆的平稳序列或平均可逆序列；

(3) 若马氏链 {Xn} 是平稳可逆序列，则称 {Xn} 为可逆马氏链.
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显然，当 {Xn} 有对称化序列 η 时，只要
∑

j∈I ηj < ∞，则可以得到 {Xn} 的平稳可逆分布

πi =
ηi∑
j∈I ηj

, i ∈ I.

如果 {Xn} 是可逆马氏链，则将时间的方向倒过来看，质点的运动规则不发生变化，有相同的转移概
率且任何 Xn 和 X0 同分布.

下面的命题说明平稳可逆分布使得马氏链成为平稳可逆序列.

命题 36.4

设马氏链 {xn} 有转移概率 {pij} 和平稳可逆分布 π，则

(1) π 是 {Xn} 的平稳不变分布；

(2) 当 {Xn} 的初始分布为 π 时，{Xn} 是可逆马氏链.

证明. (1) 在 (36.1) 的两边对于 j 求和，就得到

πi = πi

∑
j∈I

pij =
∑
j∈I

πjpji, i ∈ I.

这说明平稳可逆分布 π 是平稳不变分布.

(2) 当 P (X0 = i) = πi 时，对于任何 n = m+ 1，有

P (Xm+1 = i,Xm = j)

= πjpji

= πipij

= P (Xm = i,Xm+1 = j).

这说明定义 36.3 (2) 中条件对 n = m+ 1 成立. 对于 n = m+ 2，我们有

P (Xm+2 = i,Xm+1 = j,Xm = k)

= P (Xm = k)P (Xm+1 = j|Xm = k)P (Xm+2 = i|Xm+1 = j)

= (πkpkj)pji = (pjkπj)pji = pjk(πjpji) = pjk(πipij)

= P (xm = i,Xm+1 = j,Xm+2 = k).

这说明定义 36.3 (2) 中条件对 n = m+ 2 成立. 用完全同样的方法可以证明定义 36.3 (2) 中条件对
一般的 n 成立.

命题 36.5

如果 {ηj} 是互通马氏链的对称化序列，则所有的 ηj > 0.

证明. 设 ηi > 0. 对于任何 j，如果 pij > 0，则从 ηjpji = ηipij > 0得到 ηj > 0；如果 pii1pi1i2 · · · pikj > 0，

则依次得到

ηi1pi1i = ηipii1 > 0, ηi1 > 0,

ηi2pi2i1 = ηi1pi1i2 > 0, ηi2 > 0,

· · · · · · · · · · · ·

ηjpjik = ηikpikj > 0, ηj > 0.
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36.3 习题
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第37讲 平稳可逆分布的计算

定理 37.1

设互通马氏链 {Xn} 以平稳不变分布 π 为初始分布.

(1) {Xn} 是可逆马氏链的充分必要条件是对于任何 i, i1, i2, · · · , ik ∈ I，有

pii1pi1i2 · · · piki = piikpikik−1
· · · pi1i; (37.1)

(2) 当 {Xn} 是平稳可逆序列，对于取定的 i 以及从 i 到 j 的通路 i → i1 → i2 → · · · → ik → j

(意指 pii1pi1i2 · · · pikj > 0). 定义

ηi = 1, ηj =
pii1pi1i2 · · · pikj
pjikpikik−1

· · · pi1i
, j ̸= i, (37.2)

则 {ηj} 是 {Xn} 的对称化序列.

条件 (37.1) 称为 柯尔莫哥洛夫条件.

证明. (1) 由乘法公式，我们有

P (X0 = i,X1 = i1, X2 = i2, · · · , Xk = ik, Xk=1 = i)

=pii1pi1i2 · · · pik−1ikpiki,

P (Xk+1 = i,Xk = i1, · · · , X1 = ik, X0 = i)

=P (X0 = i,X1 = ik, X2 = ik − 1, · · · �Xk = i1, Xk+1 = i)

=πipiikpikik−1
· · · pi2i1pi1i.

如果 {Xn} 是可逆马氏链，则平稳可逆序列，上面两式的左边相等，于是右边也相等，这就得到了
(37.1).

反过来，如果 (37.1)成立，上面两式右边相等，从而左边也相等. 在上述两式的两边对 i1, i2, · · · , ik−1

求和，得到

P (X0 = i,Xk = ik, Xk=1 = i) = P (Xk+1 = i,X1 = ik, X0 = i).

把 ik 改成 j，得到

p
(k)
ij pji = pijp

(k)
ji .

两边对于 k 求平均得到
1

n

n∑
k=1

p
(k)
ij pji =

1

n

n∑
k=1

p
(k)
ji pij .

因为马氏链互通且具有平稳分布，所以是正常返的. 令 n → ∞. 我们有 πjpji = πipij，这说明 {pii}
是平稳可逆分布.

(2) 这时 (37.1) 成立，先说明 (37.2) 中的 ηj 和通路的选择无关，实际上对于 i 到 j 的另外一条通路

i → J1 → j2 → · · · → js → j，从 (37.1) 我们知道下式左边的分子成衣右边的分母等于右边的分子
乘以左边的分母，即有

pii1pi1i2 · · · pik−1ikpikj

pjikpikik−1
· · · pi2i1pi1i

=
pij1pj1j2 · · · pjsj
pjjspjsjs−1

· · · pj1i
,
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这就证明了 ηj 和通路的选取无关.

对于 i 到 j 的通路 i → i1 → i2 → · · · ik → j 和 i 到 j 的道路 i → j1 → j2 → · · · → js → i，还用上

面交叉相乘的方法得到

ηjpjl =
pii1pi1i2 · · · pik−1ikpikjpjl

pjikpikik−1
· · · pi2i1pi1i

=
pij1pj1j2 · · · pjslplj
pjjspjsjs−1

· · · pj1i
= η − lplj .

这说明 {ηj} 是对称化序列.

定理 37.2

互通马氏链 {Xn} 存在对称化序列的充分必要条件是对于任何 i, i1, i2, · · · , ik ∈ I，有 (37.1) 成立.
当 {Xn} 存在对称化序列时，对于任意取定的 i，定义 ηi = 1 时，由 (37.2) 定义的 {ηj} 是 {Xn}
的对称化序列.

对于互通的马氏链，下面是计算可逆分布的步骤：

(1) 验证条件 (37.1) 成立后，用 (37.2) 计算对称化序列 {ηj}；或者先按 (37.2) 计算计算 {ηj}，再验证
{ηj} 满足 ηjpjk = ηkpkj , j, k ∈ I. 如满足，则 {ηj} 是对称化序列；否则没有对称化序列，也就没
有可逆分布.

(2) {ηj} 是对称化序列时，如果 c =
∑

j∈I ηj < ∞，则 πj = ηj/c(j ∈ I) 是平稳可你分布，马氏链是正

常返的；否则马氏链不是正常返的，平稳可逆分布不存在.

例 37.3

证明两端为反射壁的简单随机游动是可逆马氏链，并计算对称化序列和平稳可逆分布.

证明. 由于质点每次只能向左或向右走一步，引入

η0 = 1,

ηi =
p01p12 · · · pi−1,i

p10p21 · · · pi,i−1
=

pi−1

qi
, 1 ≤ i ≤ n− 1,

ηn =
p01p12 · · · pn−1,n

p10p21 · · · pn,n−1
=

pn−1

qn−1
.

可以如下验证 {ηi} 是对称化序列，

η0p01 = 1 =
p0

q1
q = η1p10,

ηipi,i+1 =
pi−1

qi
p =

pi

qi+1
q = ηi+1pi+1,i, 1 ≤ i ≤ n− 2,

ηn−1pn−1,n =
pn−2

qn−1
p =

pn−1

qn−1
× 1 = ηnpn,n−1.

再从右向左看就知道已有 ηipi,i−1 = ηi−1pi−1,i，说明 {ηi} 是对称化序列，并且

πi = ηj/

n∑
j=0

ηj , i = 0, 1, · · · , n

是平稳可逆分布.
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例 37.4

质点在 I = {0, 1, · · · } 中作随机游动，有转移概率

pij =

{
pi, 当j = i+ 1, i ≥ 0,

1− pi, 当j = i− 1, i ≥ 1,

其中 p01 = p0 = 1，当 i > 1 时，pi ∈ (0, 1).

(1) 证明转移概率 {pij} 存在对称化序列 η；

(2) 求转移概率 {pij} 有平稳可逆分布的充分必要条件；

(3) 给出 {pij} 有平稳不变分布的充分必要条件.

证明. (1) 质点每次只能向左或向右走一步. 设 qi = 1− pi，引入

η0 = 1,

ηi =
p01p12 · · · pi−1,i

p10p21 · · · pi,i−1
=

p0p1 · · · pi−1

q1q2 · · · qi
, i ≥ 1.

可以如下验证 {ηi} 是对称化序列：

η0p01 = 1 =
p0
q1

q1 = η1p10,

ηipi,i+1 =
p0p1 · · · pi−1

q1q2 · · · qi
pi =

p0p1 · · · pi
q1q2 · · · qi+1

qi+1

= ηi+1pi+1,i, i ≥ 1.

(2) 如果 c ≡ η0 + η1 + · · · < ∞，则 πi = ηi/c 是平稳可逆分布；否则马氏链不是正常返的，平稳可逆

分布不存在，所以 {pij} 由平稳可逆分布的充分必要条件是 c < ∞.

(3) 由 (2) 知道马氏链正常返的充分必要条件是 c < ∞，所以存在平稳不变分布的充分必要条件也是
c < ∞.

例 37.5

直线，平面和空间中的简单对称随机游动有对称化序列 ηj = 1，j ∈ I，但是没有平稳可逆分布.

证明. 从 pij = pji 和
∑

j∈I ηj = ∞ 得到结论.
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第38讲 离散时间分支过程

38.1 离散时间分支过程

考虑由同类生物 (或粒子) 构成的群体，其中的每个生物在寿终时以概率 P (ξ = j) = pj 分裂成 j 个

后代，且与其他生物的分裂情况独立. 其后代也按照相同的方式各自独立分裂自己的后代. 用 Xn 表示第

n 代生物的总数，称随机序列 {Xn} 为 离散时间分支过程，也称为 Galton-Watson 分支过程.
现在用 ξnk 表示第 n 代的第 k 个个体寿终时分裂成的后代数，则 {ξnk} 是来自总体 ξ 的随机变量.

对 m = 1, 2, · · ·，用 X0 = m 表示第 0 代有 m 个个体. 在条件 X − 0 = 1 下，有

X1 = ξ01,

X2 =

X1∑
k=1

ξ1k,

· · · · · ·

Xn =

Xn−1∑
k=1

ξn−1,k.

当 X0 = 1 时，还可以计算出

Var(Xn) =

{
σ2µn−1 µn−1

µ−1 , µ ̸= 1,

nσ2, µ = 1.

因为已知 Xn−1 = i 后，Xn 和 (X0, X1, · · · , Xn−2) 独立，并且

P (Xn = j|Xn−1 = i) = P (X1 = j|X0 = i), i, j ≥ 0,

所以离散时间分支过程是马氏链.

38.2 灭绝概率

对于分支过程我们关心的是当 X0 = 1 时群体灭绝的概率 p0. 由于群体灭绝的概率 p0. 由于群体灭
绝当且第一代每个个体的后代灭绝，所以有

P (群体灭绝|X1 = j) = ρj0, j = 0, 1, · · · .

于是在条件 X0 = 1 下，容易计算

ρ0 = P (群体灭绝)

=

∞∑
j=0

P (群体灭绝|X1 = j)pj =

∞∑
j=0

ρj0pj . (38.1)

定义

g(s) =

∞∑
j=0

sjpj − s,

(38.1) 说明灭绝概率 ρ0 是 g(s) = 0 的解.
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定理 38.1

设 p0 > 0，p0 + p1 < 1. 若 X0 = 1，则

(1) ρ0 是 g(s) = 0 (s ∈ [0, 1]) 的最小解；

(2) ρ0 = 1 的充分必要条件是 µ = Eξ ≤ 1.

证明. (1) 我们只需证明如果 ρ > 0 使得 g(ρ) = 0，则 ρ ≥ ρ0.

我们首先由归纳法证明对于 n ≥ 1，ρ ≥ P (Xn = 0). 首先我们有

ρ =

∞∑
j=0

pjρ
j = p0ρ

0 = P (X1 = 0).

于是结论对 n = 1 成立. 设 ρ ≥ P (Xn−1 = 0)，注意到 X0 = 1，利用 P (Xn = 0|X1 = j) =

[P (Xn−1 = 0)]j，我们有

ρ =

∞∑
j=0

pjρ
j ≥

∞∑
j=0

pj [P (Xn−1 = 0)]j =

∞∑
j=0

P (X1 = j)P (Xn = 0|X1 = j) = P (Xn = 0).

这就得到 ρ ≥ P (Xn = 0). 对于 n ≥ 1，An = {Xn = 0} 是单调增加的，所以有

ρ0 = P (

∞⋃
n=1

An) = lim
n→∞

P (An) ≤ ρ.

这说明 ρ0 是最小解. 因为 g(0) = p0 > 0，所以 ρ0 ∈ (0, 1].

(2) 函数 g(s) 在 (0, 1] 中连续，且

g′(s) =

∞∑
j=0

jsj−1pj − 1, g′(1) = µ− 1.

如果 µ ≤ 1，对于 s ∈ [0, 1)，我们有

g′(s) < g′(1) = µ− 1 ≤ 0,

所以 g(s) 是 [0, 1) 中的严格单调减函数. 由 g(1) = 0 知道 ρ0 = 1 是 g(s) 在 (0, 1] 中的唯一零点，

所以 ρ0 = 1.

当 µ > 1 时，我们证明 ρ0 < 1. g′(1) = µ− 1 > 0 说明 g(s) 在 1 附近严格单调升. 又从

g′′(s) =

∞∑
j=2

j(j − 1)sj−2pj > 0

知道 g(s) 是严格的凸函数，于是再从 g(0) = p0 > 0，g(1) = 0 知道 g(s) = 0 在开区间 (0, 1) 中有

唯一解 p0.

命题 38.2

设 ρ0 是 X0 = 1 时分支过程 {Xn} 的灭绝概率. 当 p0 > 0，p0 + p1 < 1 时，有

P ( lim
n→∞

Xn = 0) = ρ0, P ( lim
n→∞

Xn = ∞) = 1− ρ0.
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证明. 第一个等式就是灭绝概率的定义，自然成立. 0 是吸引状态. 对于 i ≥ 1，由

pi0 = (P (ξ = 0))i = pi0 > 0,

我们知质点从 i 出发以正概率不回到 i，说明 i 不是常返的. 于是 C = {1, 2, · · · ,m} 中的状态都是非常
返的. 这说明马氏链最多访问 Cm 有限次，最终离开 Cm. 定义 W = lim infn→∞ Xn, 就有

P (W = 0) = ρ0,

P (W ∈ Cm) = 0,

P (W ≥ m) = 0,

P (W ≥ m) = 1− P (W ∈ Cm)− P (W = 0) = 1− ρ0.

事件列 Bm = {W ≥ m} 单调减，用概率的连续性得到

P (W = ∞) = P (

∞⋂
m=1

{W ≥ m}) = lim
m→∞

P (W ≥ m) = 1− ρ0.

当生物的最初群体数 X0 = m 时，由于个体独立地分裂自己的后代，所以群体的平均增长速度为

E[Xn|X0 = m] = mµn，方差为

Var(Xn|X0 = m) =

{
mσ2µn−1 µn−1

µ−1 , µ ̸= 1,

mnσ2, µ = 1.

群体最终灭绝的概率为 ρm0 ，群体数走向无穷的概率为 1 − ρm0 . 群体的初始数 m 越大，最终灭绝的

概率越小. 当 µ > 1，方差 Var(Xn) 的指数增加说明每个个体的后代数发展得很快.

38.3 参数估计

给定分支过程的观测数据 X0, X1, · · · , Xn. 当第 n 代生物还没有发生分裂时，一共有

Sn = X0 +X1 + · · ·+Xn−1

个生物发生个分裂. 注意在前 Sn 次的分裂中，一共出现了 X1 +X2 + · · ·+Xn 个新后代. 所以每次平均
分裂出

µ̂ =
X1 +X2 + · · ·+Xn

x0 +X1 + · · ·+Xn−1

个后代. 这说明用 µ̂ 估计 µ 是合理的.

命题 38.3

µ̂ 是 µ 的最大似然估计.

关于 µ̂ 的大样本性质，我们介绍如下的结果. 当 µ = Eξ < 1，σ2 = Var(ξ) < ∞ 时，对于充分大的
初始值 x0 = X0 和 n， √

x0

σ2(1− µ)
(µ̂− µ) ∼ N(0, 1)

近似成立.
当 µ > 1，Eξ4 < ∞ 时，对于充分大的初始值 x0 = X0 以及 n，√

x0

σ2
(1 + µ+ · · ·+ µn−1)(µ̂− µ) ∼ N(0, 1)
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近似成立.
在利用上述结果构造 µ 的置信区间或作假设检验时，还需要 σ2 的估计量. 下面的 σ̂2 是 σ2 的一个

相合估计：

σ̂2 =
1

n

n−1∑
k=0

Xk(
Xk+1

Xk
− µ̂)2.
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第39讲 习题课 IV
例 39.1

设甲袋中有 k 个白球和 1 个黑球，乙袋中有 k + 1 个白球，每次从两袋中各取一球，交换后放入

对方的袋中。证明经过 n 次交换后，黑球仍在甲袋中的概率 pn 满足 limn→∞ pn = 1
2 .

解. 以 Xn 表示第 n 次取球后甲袋中的黑球数，则 {Xn, n = 0, 1, · · · } 是状态空间为 S = {0, 1} 的时齐马
尔可夫链，转移概率矩阵为

P =

(
k

k+1
1

k+1
1

k+1
k

k+1

)
,

则它的平稳分布满足 {
π0 = k

k+1π0 +
k

k+1π1

π1 = 1
k+1π0 +

k
k=1π1,

且有 π0 + π1 = 1.
求解得 π = (π0, π1) = (1/2, 1/2)，故经过 n 次交换后，黑球仍在甲袋中的概率 pn 满足

lim
n→∞

pn = lim
n→∞

P (Xn = 1) = π1 =
1

2
.

例 39.2

转移矩阵称为双随机的，若对一切 j，
∑

i∈I pij = 1. 设一个具有双随机转移矩阵的 Markov 链有
n 种状态，且是遍历的，求它的极限概率.

证明. 一个具有双随机转移矩阵的互通的遍历的 Markov 链，它有 n 种状态 {1, 2, · · · , n}，则其极限分布
是唯一的平稳分布，满足 {

π1 + π2 + · · ·+ πn = 1

πj =
∑n

i=1 πipij , j = 1, 2, · · · , n.

我们知

π1 = π2 = · · · = πn =
1

n
.

是方程的一个解，由遍历性和互通性知其为唯一的不变分布. 故极限分布为 (
1

n
,
1

n
, · · · , 1

n
).

例 39.3

蜘蛛和蝇在位置 0，1 相互独立地随机转移，分别有转移矩阵

(
p q

q p

)
，

(
p′ q′

q′ p′

)
，其中 q = 1− p，

q′ = 1− p′. pqp′q′ > 0. 两者相遇时发生捕食.

(1) 设计状态空间为 {a, b, c} 的马氏链描述以上捕食过程，写出转移概率；

(2) 计算 (1) 中的马氏链在第 n 步回到初始位置 a 的概率 p
(n)
aa ；

(3) 当 x0 = a 时，计算等待捕食的平均时间.
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证明. 用 ξn 和 ηn 表示时刻 n 时蜘蛛和蝇的位置，Xn = (ξn, ηn) (n = 0, 1, · · · ) 是马氏链，3 个状态分别

是 a = (0, 1), b = (1, 0), e = (0, 0) ∪ (1, 1). c 是吸引状态，a，b 是非常返状态.

P =


pp′ qq′ pq′ + qp′

qq′ pq′ pq′ + qp′

0 0 1

 .

若第 n 步回到初始状态，马氏链 {Xn} 只能在 a，b 之间转移，从 a 到 b 的转移步数等于从 b 到 a 的转

移步数，于是有

p(n)aa =

[n/2]∑
k=0

C2k
n (qq′)2k(pp′)n−2k =

1

2
[(pp′ + qq′)n + (pp′ − qq′)n].

由状态 a，b 的对称性得到 p
(n)
bb = p

(n)
aa ，同理得到 p

(n)
ba = p

(n)
ab ，

p
(n)
ab =

[n/2]∑
k=0

C2k+1
n (qq′)2k+1(pp′)n−2k−1 =

1

2
[(pp′ + qq′)n − (pp′ − qq′)n].

设 τ = min{n|Xn = c}，则 P (τ = n|X0 = a) = f
(n)
ac = p

(n−1)
aa pac + p

(n−1)
ab pbc. 于是得到平均捕食时

间为

E[τ |X0 = a] =

∞∑
n=0

nf (n)
ac =

∞∑
n=0

n(pp′ + qq′)n−1pac = 1/(pq′ + qp′).
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第40讲 连续时间马氏链

40.1 连续时间马氏链的定义

设 I 是状态空间，{X(t)} = {X(t)|t ≥ 0} 是以 I 为状态空间的连续时间随机过程.

定义 40.1

如果对任何正整数 n，t0 < t1 < · · · < · · · < tn+1 和 i, j, i0, i1, · · · , in−1 ∈ I，有

P (X(tn+1) = j|X(tn) = i,X(tn−1) = in−1, · · · , X(t0) = i0) = P (X(tn+1) = j|X(tn) = i),

则称 {X(t)} 是连续时间离散状态的马氏链，简称为连续时间马氏链.

上面定义中的 “链” 表明状态空间 I 是离散的. 和离散时间马氏链的情况相同，我们称具有性质

P (X(t+ s) = j|X(s) = i) = P (X(t) = j|X(0) = i), s, t ≥ 0

的马氏链为时齐马氏链. 时齐性表明转移概率

pij(t) = P (X(t+ s) = j|X(s) = i) (40.1)

与起始时间 s 无关.
无特别说明时。以后的马氏链都是时齐马氏链，并且简称为马氏链.
连续时间马氏链和离散时间马氏链的定义形式上非常相似，因此连续时间马氏链也会具有很多与离

散时间马氏链类似的性质，我们列举如下：

(1) pij(0) 是 δ 函数：

pij(0) = δij =

{
1, i = j ∈ I,

0, i ̸= j.

(2) 对于 t > 0，已知 X(t) = i 的条件下，将来 {X(u)|u > t} 与过去 {X(v)|0 ≤ v < t} 独立.

(3) K-C 方程：对任意 t, s ≥ 0，有

pij(s+ t) =
∑
k∈I

pik(t)pkj(s) 或P (t+ s) = P (t)P (s),

其中

P (t) = (pij(t))i,j∈I

称为马氏链 {X(t)} 的转移概率矩阵.

推论 40.2

对于转移概率矩阵 P (t) 和 ϵ > 0，我们有 {P (t) : t ∈ (0, ϵ]} 可以决定所有的 P (t).

证明. 对任意 t > 0，存在 n ∈ N，使得 t/n ∈ (0, ϵ]，而 P (t) = P (t/n)n.
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(4) 马氏链的有限维分布由转移概率 (40.1) 和初始分布

pi = P (X(0) = i), i ∈ I

唯一决定，且对 0 < t1 < t2 < · · · < tn，有

P (X(t1) = i1, X(t2) = i2, · · · , X(tn) = in|X(0) = i)

=pii1(t1)pi1i2(t2 − t1) · · · pin−1in(tn − tn−1).

特别当 tj+1 − tj = a 时，有

P (X(a) = i,X(2a) = i, · · · , X(na) = i|X(0) = i) = [pii(a)]
n.

(5) X(t) 的概率分布由转移概率矩阵和 X(0) 的概率分布

p(0) = [p1(0), p2(0), · · · ]

唯一决定，

p(t) = p(0)P (t),

其中 p(t) = [p1(t), p2(t), · · · ], t ≥ 0, pi(t) = P (X(t) = i), i ∈ I.

(6) 对于 s, t ≥ 0，有

pjj(s+ t) ≥ pjj(s)pjj(t), pjj(t) ≥ [pjj(
t

n
)]n.

40.2 泊松过程是马氏链

泊松过程具有独立增量性和平稳增量性，状态空间 I = {0, 1, · · · }. 设 λ 是泊松过程 {N(t)} 的强度，
t0 < t1 < · · · < tn+1，利用独立增量性和平稳增量性得到

P (N(tn+1) = j|N(tn) = i,N(tn−1) = in−1, · · · , N(t0) = i0)

=P (N(tn+1)−N(tn) = j − i|N(tn) = i, · · · , N(t0) = i0)

=P (N(tn+1)−N(tn) = j − i) = P (N(tn+1 − tn) = j − i).

上式只与 i, j, tn+1 − tn 有关，于是知道 {N(t)} 是马氏链，有初始分布 P (N(0) = 0) = 1 和转移概率

pij(t) = P (N(t) = j − i) =


(λt)j−i

(j − i)!
e−λt 当 j ≥ i,

0, 当 j < i,

其中

pij(0) = δij =

{
1 i = j,

0 i ̸= j.

从上面的推到可以看出，取整数值的有独立增量性的平稳增量过程是马氏链.
容易看出 pij(t) 是连续函数，在 t = 0 处有右导数

qij ≡ p′ij(0) =


−λ, j = i,

λ, j = i+ 1,

0 其他.
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由于泊松过程在 i 的停留时间服从指数分布 E(λ)，所以其数学期望 λ−1 是质点在 i 的平均停留时

间. λ 越大，泊松过程由 i 向 i+ 1 转移得越快. 于是称 λ 为 i 的转移速率和转移强度. 这样 p′i,i+1(0) =

qi,i+1 = λ 表明质点从 i 出发，下一步向 i+ 1 转移的速率是 λ. 对于 j ̸= i 和 i+ 1，p′ij(0) = qij = 0 表

明质点从 i 出发，下一步向 j 转移的速率是 0，也就是说不会由 i 转向 j. 称 p′ii(0) = −λ 为质点停留在

i 的速率.
引入矩阵

Q = (qij)i,j∈I =


−λ λ 0 0 0 · · · 0

0 −λ λ 0 0 · · · 0

0 0 −λ λ 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·


人们称 Q 为泊松过程 {N(t)} 的转移速率矩阵或 转移强度矩阵，或简单地称为 Q 矩阵. 可以把转移速率
矩阵写成若当矩阵的形式

Q = (−λ)


1 1 0 0 0 · · · 0

0 1 −1 0 0 · · · 0

0 0 1 −1 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·


用归纳法容易验证

Qk = (−λ)k


C0

k C1
k(−1)1 C2

k(−1)2 C3
k(−1)3 · · ·

0 C0
k C1

k(−1)1 C2
k(−1)2 · · ·

0 0 C0
k C1

k(−1)1 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·

 ,

其中对于 j < 0 或 j > k，规定 Cj
k = 0. 定义

q
(k)
ij = (−λ)kCj−i

k (−1)i−j , k ≥ 1, i, j ∈ I,

利用 pij(0) = δij，我们有

Qk = (q
(k)
ij ), Q0 =单位矩阵,

并且对于 j ≥ i，有

∞∑
k=0

tk

k!
q
(k)
ij =

∞∑
k=0

tk

k!
λj−iCj−i

k (−λ)k+i−j

=

∞∑
k=j−i

(λt)j−i

(j − i)![k − (j − i)]!
(−λt)k−(j−i)

=
(λt)j−i

(j − i)!
e−λt

= pij(t).

写成矩阵的形式就得到

P (t) =

∞∑
k=0

tk

k!
(q

(k)
ij ) =

∞∑
k=0

1

k!
(tQ)k.

形式上也可以把上式写成指数函数

P (t) = etQ.

注意对上面两式求导数我们就得到 P ′(0) = Q.
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对于泊松过程 {N(t)}，有
P (N(s, t+ s] < ∞) = 1, s, t ≥ 0.

这说明在概率 1 的意义下，泊松过程在任何有限的时间内只有有限次转移，因为在转移点事件已经发生，

所以轨迹是右连续的.
对于一般的连续时间马尔科夫链，我们称其为规则马氏链，如果在概率 1 意义下，有限时间内只能

转移有限次. 规则马氏链 {X(t)} 的轨迹是阶梯函数. 因为在跳跃点质点已经到达新的状态，所以规则马
氏链的轨迹也是右连续的，即对 t ≥ 0，

lim
h↓0

P (|X(t+ h)−X(t)| ≥ ϵ) = 0.

此后无特殊声明，马氏链都是规则马氏链.
用 Pi(·) 表示条件概率 P (·|X(0) = i)，于是我们得到对于任何 ϵ > 0，

lim
h↓0

Pi(|X(t+ h)−X(t)| ≥ ϵ) ≤ lim
h↓0

P (|X(t+ h)−X(t)| ≥ ϵ)

P (X(0) = i)
= 0, i ∈ I.

引理 41.1

设 g(t) 在 [0,∞) 上连续和非负，满足 g(0) = 0，g(t+ s) ≤ g(t) + g(s)，s, t ≥ 0，则存在极限

q = lim
t↓0

g(t)

t
= sup

t>0

g(t)

t
∈ [0,∞].

证明. 对于 0 < h < t，有正整数 n 和 s ∈ (0, h) 使得 t = nh+ s. 由

g(t)/t ≤ ng(h)/t+ g(s)/t = (g(h)/h)(nh/t) + g(s)/t

知道当 h → 0 时，g(t)/t ≤ lim infh↓0 g(h)/h. 这就得到

lim sup
h↓0

g(t)/t ≤ sup
t>0

g(t)/t ≤ lim inf
h↓0

g(h)/h.

定理 41.2

对于状态空间为 I 的马氏链 {X(t)}，有以下结论：

(1) pij(t) 在 t 连续：

lim
t↓0

pij(t) = pij(0);

(2) 我们有 ∑
j∈I

|pij(t+ h)− pij(t)| ≤ 2(1− pii(h)),

从而 pij(t) 在 [0,∞) 上一致连续；

(3) 对于 t ≥ 0，恒有 pii(t) > 0；

(4) pij(t) 在 t = 0 有右导数

lim
t↓0

pij(t)− pij(0)

t
= qij ,
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其中 −∞ ≤ qii ≤ 0，当 i ̸= j 时，qij ≥ 0；

(5) 对于 i ∈ I，有 ∑
j ̸=i

qij ≤ |qii|.

证明. (1) 对于 ϵ ∈ (0, 1)，利用 pii(0) = 1 得到 t ↓ 0 时，

|pii(0)− pii(t)| = 1− Pi(X(t) = i) = Pi(X(t) ̸= i) = Pi(|X(t) = X(0)| ≥ ϵ) → 0.

对于 j ̸= i，利用 pij(t) + pii(t) ≤ 1 知道 t ↓ 0 时，

0 ≤ pij(t) ≤ 1− pii(t) → 0.

(2) 利用 pij(t) ≤ 1 和 K-C 方程我们有∑
j∈I

|pij(t+ h)− pij(t)| =
∑
j∈I

∣∣∑
k ̸=i

(pik(h)pkj(t) + (1− pii(h))
∑
j∈I

pij(t))
∣∣

≤
∑
k ̸=i

∑
j∈I

pikpkj(t) + (1− pii(h))
∑
j∈I

pij(t)

=
∑
k ̸=i

pik(h) + 1− pii(h)

= 2(1− pii(h)).

(3) 由 (1) 知道当 n 充分大时 pii(t/n) > 0，于是

pii(t) =

[
pii(

t

n
)

]n
> 0.

(4) 先考虑 i = j 的情形. 定义 [0,∞) 上的非负连续函数 g(t) = − ln pii(t)，有 g(0) = 0 和

g(t+ s) = − ln pii(t+ s) ≤ − ln(pii(t)pii(s)) = g(t) + g(s).

由引理 41.1，我们知存在 qi ∈ [0,∞] 使得

qi := sup
t>0

g(t)

t
= lim

t↓0

g(t)

t
, (41.1)

注意到当 t ↓ 0 时，g(t) → 0，我们有

pii(t)− 1

t
=

e−g(t) − 1

t
=

g(t)

t

e−g(t) − 1

g(t)
→ −qi.

取 qii = −qi 就得到结论.

(5) 对于任何正整数 m，利用∑
j ̸=i,j≤m

qij = lim
t↓0

∑
j ̸=i,j≤m

pij(t)

t

≤ lim
t↓0

∑
j ̸=i

pij(t)

t
= lim

t↓0

1− pii(t)

t
= −qii,

从而得证.
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推论 41.3

定义 qi = −qii.

(1) 如果 qi = 0，则对所有的 t ≥ 0，pii(t) = 1；

(2) qi = supt>0(1− pii(t))/t.

证明. (1) 由 (41.1) 我们有

sup
t>0

g(t)

t
= sup

t>0

− ln pii(t)

t
= qi = 0,

所以 pii(t) = 1 对一切 t ≥ 0 成立.

(2) 由 (41.1) 我们有 g(t)/t ≤ qi，所以有

pii(t) = exp
(
− g(t)

t
t
)
≥ e−qit.

因为 t ≥ 0，所以有不等式 1− e−qit ≤ qit 我们有

1− pii(t)

t
≤ 1− e−qit

t
≤ qi.

再结合 p′ii(0) = −qi 就得到结论 (2).

由于 pij(t) 是马氏链从 i 出发，t 时处于 j 的概率，所以称 qij = p′ij(0) 是质点从 i 出发，下一步向

j 转移的概率或强度，称

Q = (qij)i,j∈I

为马氏链的转移速率矩阵或转移强度矩阵.
由于 qij 是转移概率 pij(t) 在 t = 0 的导数，所以又称 Q 为马氏链的无穷小矩阵，或简单地称为 Q

矩阵.



158 42 马氏链的结构

第42讲 马氏链的结构

42.1 保守马氏链

定义 42.1

如果对于一切 i ∈ I，有 ∑
j ̸=i

qij = |qii| < ∞,

则称转移速率矩阵 Q 或马氏链是 保守的.

因为 qii = p′ii(0) ≤ 0，所以当所有的 |qii| < ∞ 时，保守性等价于∑
j∈I

qij = 0, i ∈ I.

如果将 qii 视为马氏链从 i 出发，下一步继续留在 i 的速率，将
∑

j ̸=i qij 视为从 i 出发，下一步离开 i 的

速率，保守性说明继续停留的速率和转出的速率大小相等，方向相反.
如果 qii = 0，由推论 41.3 我们知对一切 t > 0，

pii(t) = P (X(t) = i|X(0) = i) = 1.

这说明 i 是吸引状态：质点一旦到达状态 i 就不再离开. 已知 X(0) = i 时，用

τ = inf{t|X(t) ̸= i}

表示质点在 i 的停留时间，则从 qii = 0 得到 Pi(τ = ∞) = 1.

命题 42.2

对于马氏链 {X(t)}, qi = |qii| 和 t, h > 0，有以下结论：

(1) P (X(t+ h) = j|X(u) = i, u ∈ [0, t]) = pij(h)；

(2) P (X(u) = i, u ∈ [0, t]|X(0) = i) = e−qit.

证明. (1) 已知 X(t) = i 的条件下，X(t+ h) 和 {X(u), u ∈ [0, t)} 独立，于是有

P (X(t+ h) = j|X(u) = i, u ∈ [0, t]) = P (X(t+ h) = j|X(t) = i,X(u) = i, u ∈ [0, t))

= P (X(t+ h) = j|X(t) = i)

= pij(h).

(2) qi = 0 是结论显然成立. 只需对 qi 是正数的情况证明. 集合列 Bn = {jt/2n|1 ≤ j ≤ 2n} 单调增加.
事件列

An = {X(jt/2n) = i, 1 ≤ j ≤ 2n} = {X(u) = i, u ∈ Bn}

单调减小：A1 ⊃ A2 ⊃ · · · . 因为 B =
⋃∞

n=1 Bn 在 [0, t] 中稠密，X(t) 的轨迹又是阶梯形状和右连

续的，所以

{X(u) = i, u ∈ [0, t]} =

∞⋂
j=1

An a.s..
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利用概率的连续性我们有

P (X(u) = i, u ∈ [0, t]|X(0) = i) = lim
n→∞

P (An|X(0) = i)

= lim
n→∞

P (X(jt/2n), 1 ≤ j ≤ 2n|X(0) = i)

= lim
n→∞

[pii(t/2
n)]2

n

= lim
n→∞

[pii(t/n)]
n

= lim
n→∞

[pii(0) + p′ii(0)(t/n) + o(t/n)]n

= lim
n→∞

[1− qit/n+ o(t/n)]n

= e−qit.

回忆我们已经规定 1/0 = ∞，0/0 = 0.

定理 42.3

对于连续时间马氏链 {X(t)}，qi = |qii|，用 τ 表示质点在状态 i 的停留时间，则有

(1) P (τ > t|X(0) = i) = e−qit, t ≥ 0；

(2) E[τ |X(0) = i] = 1/q；

(3) 当 j ̸= i 时，P (X(τ) = j, τ ≤ t|X(0) = i) =
qij
qi
(1− e−qit)；

(4) 当 j ̸= i 时，P (X(τ) = j|X(0) = i) =
qij
qi
；

(5) 在条件 X(0) = i 下，τ 和 X(τ) 独立；

(6) 当所有的 qi < ∞ 时，马氏链 {X(t)} 是保守的.

证明. 只需对 qi 是整数的情况证明.

(1) 由命题 42.2 (2) 我们有：

P (τ > t|X(0) = i) = P (X(u) = i, u ∈ [0, t]|X(0) = i) = e−qit.

(2) 结论 (1) 说明在条件 X(0) = i 下，τ ∼ E(qi)，所以有

E(τ |X(0) = i) = 1/qi.

(3) 重新定义 Bn = {jt/2n|1 ≤ j ≤ 2n − 1}, An = {X(u) = i, u ∈ Bn}. An 单调减少，使得

{X(u) = t, u ∈ [0, t)} =

∞⋂
j=1

An.

对于 t，∆t > 0 和 j ̸= i，由 Taylor 展开公式

P (X(t) = j|X(t−∆t) = i) = pij(∆t) = qij∆t+ o(∆t)

我们知

lim
∆t→0

P (X(t) = j|X(t−∆t) = i) = qijdt.
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取 ∆ = t/2n，得到

P (X(τ) = j, τ = t|X(0) = i)

=P ({X(u) = i, u ∈ [0, t)}, X(t) = j|X(0) = i)

= lim
n→∞

P (An, X(t) = j|X(0) = i)

= lim
n→∞

P (An|X(0) = i)P (X(t) = j|An, X(0) = i)

= lim
n→∞

[P (t/2n)]2
n−1P (X(t) = j|X(t−∆t) = i)

= lim
n→∞

(1− qit/2
n + o(t/2n))2

n−1(qij∆t+ o(∆t))

=e−1itqijdt.

(4) 在 (3) 中让 t → ∞ 可得.

(5) 这时 pj = qij/qi 是 X(τ)|X(0) = i 的概率分布. 由 (1) 知道 Pi(τ ≤ t) = 1 − e−qit. 引入
Pi(·) = P (·|X(0) = i)，用 (3) 和 (4) 得到

Pi(X(τ) = j, τ ≤ t) + P − i(X(τ) = j)Pi(τ ≤ t), t ≥ 0.

(6) 当 qi = 0 时，我们知
∑

j∈I qij = 0. 当 qi > 0 时，由 (1) 和 (4) 知
∑

j ̸=i qij = qi.

由上面定理，我们知当 qi = ∞时，有 G(t) = P (τ > t|X(0) = i) =≡ 0，于是 P (τ = 0|X(0) = i) = 1.
这说明质点在状态 i 无法停留，所以称 i 为瞬时状态. 我们后面只考虑所有状态均非瞬时状态的情形：
qi = |qii| < ∞.

42.2 马氏链的结构

设马氏链 {X(t)} 有转移速率矩阵 Q, qi = |qii|. 定义

kij =


qij/qi, 当 qi > 0, j ̸= i 时,

0, 当 qi > 0, j = i 时,

δij , 当 qi = 0 时,

则 K = (kij) 的各行之和为 1. 定义

τ0 = 0

τ1 = inf{t > 0|X(t) ̸= X(0)},

τ2 = inf{t > τ1|X(t) ̸= X(τ1)},

· · · · · · · · · · · ·

τn = inf{t > τn−1|X(t) ̸= X(τn−1)},

· · · · · · · · · · · · .

则 τi 是马氏链 {X(t)} 的第 i 次转移时刻. Ti = τi+1 − τi 是第 i 次转移后的停留时间. 我们有下面的结
果：

(1) Xn = X(τn)(n = 0, 1, · · · ) 是以 K = (kij) 为一步转移概率矩阵的离散时间马氏链；

(2) 沿着嵌入链 {X(τn)} 的给定轨迹 i0 → i1 → i2 → · · ·，马氏链各状态的依次停留时间 T0, T1, · · · 相
互独立，Tj 服从指数分布 E(qij)，j = 0, 1, 2, · · ·；
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(3) 设 {Yn} 是离散时间马氏链，以前面定义的 K = (kij) 为转移概率矩阵. 对每个 i ∈ I，假设质点每

次到达 i 后，在 i 的停留时间是相互独立的随机变量，服从共同的指数分布 E(qi)，停留结束时以
概率 kij 转移到状态 j (j ̸= i). 进一步假设质点在不同状态的停留时间相互独立，则用 X(t) 表示 t

时质点的状态时，X(t) 是连续时间的马氏链，有转移速率矩阵 Q.

在上面 (1) 中，称离散时间马氏链 {Xn} 为 {X(t)} 的嵌入链或跳跃链. 同理上面的 (3) 中也称离散
时间马氏链 {Yn} 为 {X(t)} 的嵌入链.

例 42.4

强度为 λ 的泊松过程是马氏链，嵌入链有一步转移概率

kij =

{
1, j = i+ 1 ≥ 1,

0, j ̸= i+ 1.

质点在任何状态的停留时间是相互独立的，服从指数分布 E(λ)，所以 qi = λ. 于是

qij =


−λ, j = 0 ≥ 0,

λ, j = i+ 1 ≥ 1,

0, 其他.
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第43讲 柯尔莫哥洛夫方程

43.1 向后和向前方程

回忆 K-C 方程是
pij(t+ s) =

∑
k∈I

pik(t)pkj(s), i, j ∈ I.

让我们约定把右边称为前，把左边称为后. 在上式两边对于 t 在 t = 0 处求导数，形式上得到

p′ij(s) =
∑
k∈I

qikpkj(s).

写成矩阵的形式就得到 P ′(t) = QP (t). 如果对于 s 在 s = 0 处求导，形式上得到

p′ij(t) =
∑
k∈I

pik(t)qkj .

写成矩阵的形式就得到 P ′(s) = P (s)Q.

定理 43.1

设 Q 是连续时间马氏链 {X(t)} 的转移速率矩阵，qi = |qii|，则有

(1) P ′(t) = QP (t)，或等价地写成

p′ij(t) =
∑
k∈I

qikpkj(t), i, j ∈ I;

(2) 当 q = sup{qi|i ∈ I} < ∞ 时，有 P ′(t) = P (t)Q，或等价地写成

p′ij(t) =
∑
k∈I

pik(t)qkj , i, j ∈ I.

43.2 解柯尔莫哥洛夫方程

设右连续函数 g(t) 满足

g(t+ s) = g(t)g(s) > 0, s, t > 0,

则 g(t) 是指数函数，即

g(t) =

∞∑
k=0

1

k!
(ct)k = ect, g′(t) = cg(t), c = g′(0).

于是得到

g(t) =

∞∑
k=0

1

k!
(g′(0)t)k = exp(g′(0)t).

对于方阵 A，当
∑∞

k=0 A
k/k! 的每个元收敛时，定义

eA = exp(A) =

∞∑
k=0

1

k!
Ak, A0 =单位矩阵.
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对于马氏链的转移概率矩阵 P (t) 和转移速率矩阵 Q，由 K-C 方程我们得

P (t+ s) = P (t)P (s), s, t ≥ 0,

所以我们也期望有某个矩阵 C，使得

P (t) =

∞∑
k=0

1

k!
(Ct)k ≡ exp(Ct),

其中 (Ct)0 表示单位阵. 因为 P ′(0) = Q，所以猜测应当有 C = Q 和

P (t) =

∞∑
k=0

1

k!
(Qt)k ≡ exp(Qt). (43.1)

如果马氏链 {X(t)} 的状态空间 I 是有限集合，则称 {X(t)} 是有限状态马氏链. 设状态空间 I 有 n

个状态，取

q = max
i,j∈I

|qij | = max
i∈I

qi,

则矩阵 (Qt)k 的元素绝对值都小于 nk−1(qt)k. 于是

exp(Qt) ≡
∞∑
k=0

1

k!
(Qt)k

的每个元收敛，关于 t 逐项求导得到

(exp(Qt))′ = (

∞∑
k=0

1

k!
(Qt)k)′

=

∞∑
k=1

1

(k − 1)!
(Qt)k−1Q

= exp(Qt)Q, t ∈ (−∞,∞).

定理 43.2

有限状态连续时间马氏链转移概率矩阵 P (t) 由转移概率矩阵 Q 唯一决定，并且有

P (t) =

∞∑
k=0

1

k!
(Qt)k ≡ exp(Qt), t ≥ 0.

证明. 由方程 (43.1) 我们知 P (t) = exp(Qt) 满足 P ′(t) = exp(Qt)Q = P (t)Q，所以是向前方程的解. 下
面证明它是向前方程的唯一解.

如果 P (t) 满足向前方程 P ′(t) = P (t)Q，且 P (0) 是单位阵，我们证明 P (t) = exp(Qt). 利用公式

(A(t)B(t)′ = A′(t)B(t) +A(t)B′(t)

和向前方程我们有

(P (t) exp(−Qt))′ = P ′(t) exp(−Qt)− P (t)Q exp(−Qt)

= (P ′(t)− P (t)Q) exp(−Qt) = 0.

这说明 P (t) exp(−Qt) = C 是常数矩阵. 再由 P (0) =单位矩阵 我们有

单位阵 = P (t) exp(−Qt).
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两边右乘 exp(Qt)，得到

exp(Qt) = P (t) exp(−Qt) exp(Qt)

= P (t)

∞∑
k=0

1

k!
(−Qt)k

∞∑
j=0

1

j!
(Qt)j

= P (t)

∞∑
j=0

j∑
k=0

1

k!(j − k)!
tk(−t)j−kQj

= P (t)

∞∑
j=0

1

j!
(

j∑
k=0

Ck
j t

k(−t)j−k)Qj

= P (t)

∞∑
j=0

j!(t− t)jQj

= P (t).

这就证明了向前方程有唯一解

P (t) = exp(Qt).

Q 唯一决定了 P (t).

例 43.3

给定连续时间马氏链的转移速率矩阵

Q = P ′(0) =
1

5


−9 3 6

6 −12 6

6 3 −9


计算转移概率矩阵.

证明. 我们先将 Q 写成若当标准型

Q = MDM−1,

其中 D 为 Q 的若当标准型，M 为可逆矩阵，用线性代数的方法我们可以求得：

D =


−3 0 0

0 0 0

0 0 −3

 , M =


0 1 −1

2 1 0

−1 1 1

 , M−1 =
1

5


−1 2 −1

2 1 2

−3 1 2

 .

这样得到 Qk = MDkM−1，于是得到

P (t) =

∞∑
k=0

1

k!
(Qt)k = M

∞∑
k=0

1

k!
(Qt)kM−1

= M


e−3t 0 0

0 1 0

0 0 e−3t

M−1

=
1

5


2 + 3e−3t 1− e−3t 2− 2e−3t

2− 2e−3t 1 + 4e−3t 2− 2e−3t

2− 2e−3t 1− e−3t 2 + 3e−3t

 .
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定理 43.4

马氏链的转移概率 pij(t) 满足柯尔莫哥洛夫向前和向后方程，而且是向后或向前方程的唯一解.
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第44讲 生灭过程 I
44.1 引入

对于任意 t ≥ 0，若已知 t 时存活的生物个体在 (t, t+ h] 内发生分裂的概率是 λh+ o(h)，则这个生

物的寿命 T ∼ E(λ). 实际上，引入生存函数 F (t) = P (T > t)，根据题意得到

P (t < T ≤ t+ h|T > t) =
P (t < T ≤ t+ h)

P (T > t)

=
F (t)− F (t+ h)

F (t)
= λh+ o(h).

将上式的 t 换成 t− h，得到

F (t− h)− F (t)

F (t− h)
= λh+ o(h), t > 0.

对上面两公式的左右两边同时除以 h，再令 h ↓ 0，得到

d

dt
lnF (t) =

F
′
(t)

F (t)
= −λ.

积分后得到 lnF (t) = −λt. 于是 F (t) = e−λt 成立. 这说明 T ∼ E(λ).
对于任意 t ≥ 0，如果 t 时有 m 个生物，第 i 个生物在 (t, t+ h] 内分裂的概率是 λih+ o(h)，用 Ti

表示从 t 开始等待第 i 个生物分裂的时间，我们有 Ti ∼ E(λi)，T1,T2, · · · , Tm 相互独立. 由命题 6.5 我
们知从 t 开始等待第一个分裂的时间 T = min(T1, T2, · · · , Tm) ∼ E(λ1 + · · ·+ λm).

44.2 线性生灭过程

例 44.1

一个 t 时存活的生物个体在 (t, t+ h] 内分裂情况与其在 t 时的年龄无关，且满足：当 h → 0 时，

(1) 在 (t, t+ h] 内死亡的概率为 µh+ o(h)；

(2) 在 (t, t+ h] 内不死亡也不分裂的概率为 1− (λ+ µ)h+ o(h)；

(3) 在 (t, t+ h] 内分裂一次成为两个个体的概率为 λh+ o(h).

该生物的每个后代也按照相同的方式相互独立地分裂自己的后代. 用 X(t) 表示 t 时生物的总数，

称随机过程 {X(t)} 为 线性生灭过程，称 µ 为生物个体的死亡强度，λ 为生物个体的出生强度.

首先注意到注意对生物个体而言，除情况 (1)，(2)，(3) 外，在 (t, t+ h] 中发生其他分裂情况的概率

是 o(h). 从前面的分析和条件 (2) 知道 {X(t)} 在状态 i 的停留时间服从参数为 i(λ+ µ) 的指数分布.
已知 X(t) = i 时，由指数分布的无记忆性知道这 i 个生物相互独立地分裂自己的后代，并与 t 时各

自的年龄无关，从而与时间 t 之前这 i 个生物是如何演变来的无关. 所以 {X(t)} 是马氏链，状态空间
I = {0, 1, · · · }.
对于 h > 0，一个生物在时间区间 (t, t+h)内分裂成两次或更多次的概率是 o(h)，它等于 1减去 (1)，
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(2) 和 (3) 中所列出的所有概率. 于是有

p00(h) = 1 (生物不能凭空产生)

p10(h) = µh+ o(h),

p11(h) = 1− (λ+ µ)h+ o(h),

p12(h) = λh+ o(h),

p1j(h) = o(h), j > 2.

对于 i > 1，因为个体们相互独立地分裂自己的后代，所以按二项分布的想法计算出

pii−1(h) = C1
i p10(h)(p11(h))

i−1 + o(h) = iµh+ o(h),

pii(h) = (p11(h))
i + o(h) = 1− i(λ+ µ)h+ o(h).

pii+1(h) = C1
i p12(h)(p11(h))

i−1 + o(h) = iλh+ o(h),

pij(h) = o(h), 当 |j − i| ≥ 2.

根据 qij = p′ij(0) 计算出

Q =



0 0 0 0 0 · · ·
µ −(λ+ µ) λ 0 0 · · ·
0 2µ −2(λ+ µ) 2λ 0 · · ·
0 0 3µ −3(λ+ µ) 3λ · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·


因为 Q 的各行之和为 0，Q 是保守的. 称为线性生灭过程的原因是 qi = i(λ+ µ) 为 i 的线性函数.

q00 = 0 说明 0 是吸引状态，故 k00 = 1. 我们可以算出嵌入链的一步转移矩阵

K =



1 0 0 0 0 · · ·
q 0 p 0 0 · · ·
0 q 0 p 0 · · ·
0 0 q 0 p · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·


,

其中

p =
λ

λ+ µ
, q =

µ

λ+ µ
.

我们知嵌入链 {Xn} 是 I = {0, 1, 2, · · · } 中的有吸收壁 0 的简单随机游动，质点每次向右移动的概率

为 p，向左移动一步的概率是 q = 1− p. 嵌入链的状态 {1, 2, · · · } 是互通的，但不是常返的，说明生物总
数或者发展到无穷，或者最终消亡. 生物个体的寿命是来自指数总体 ϵ(λ+ µ) 的随机变量.

对于线性生灭过程 {X(t)} 来讲，已知 X(t) = k 时，用 τi 表示第 i 个个体的剩余寿命，则需要等待

时间

Tk = min{τ1, τ2, · · · , τk}

才能再增加或减少一个个体. 因为 τ1, τ2, · · ·k 相互独立，都服从指数分布 E(λ+µ)，所以 Tk ∼ E(k(λ+µ)).
数学期望 E[Tk] = 1/[k(λ+ µ)] 为马氏链在状态 k 的平均停留时间. k 越大，平均等待时间越短.
对于 j0 > 0 和嵌入链的轨迹 j0 → j1 → j2 → · · · , ji > 0，因为每次最多增加一个个体，所以有

ji ≤ j0 + i, i = 0, 1, 2, · · · .
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马氏链在 ji 的平均停留时间

E[Tjk ] =
1

ji(λ+ µ)
≥ 1

(j0 + i)(λ+ µ)
.

对于嵌入链的上述轨迹，有
∞∑
i=1

E[Tjk ] ≥
k∑

i=1

1

(j0 + i)(λ+ µ)
= ∞.

于是我们知要保证线性生灭过程走完上述轨迹，需要无穷长的时间. 所以在任何有限的时间内线性生灭过
程不会 “爆炸”，即线性生灭过程是规则的.

进一步的研究还可以得到一下结果：

p10(t) =


µ− µe(λ−µ)t

µ− λe(λ−µ)t
λ ̸= µ,

λt

1 + λt
, λ = µ.

于是得到

lim
t→∞

P (X(t) = 0|X(0) = 1) =

{
µ/λ, λ > µ,

1, λ ≤ µ.

在条件 X(0) = 1 下，还可以计算出

E[X(t)] = e(λ−µ)t,

Var(X(t)) =


λ+ µ

λ− µ
e(λ−µ)t(e(λ−µ)t − 1), λ ̸= µ,

2λt, λ = µ.

于是得到

lim
t→∞

E[X(t)] =


0, λ < µ,

1, λ = µ,

∞, λ > µ;

lim
t→∞

Var(X(t)) =

{
0, λ < µ,

∞, λ ≥ µ.

44.3 生灭过程

下面是更一般的生灭过程.

例 44.2

设 {λi|i ≥ 0}，{µi|i ≥ 1} 是非负数列，满足 λi + µi > 0. 如果马氏链 {X(t)} 有状态空间
I = {0, 1, 2, · · · } 和转移速率矩阵

Q =



−λ0 λ0 0 0 0 · · ·
µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0 0 · · ·
0 µ2 −(λ2 + µ2) λ2 0 · · ·
0 0 µ3 −(λ3 + µ3) λ3 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·


,
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则称 {X(t)} 是生灭过程，λi 为出生率，µi 是死亡率. 这时嵌入链 {Xn} 有一步转移概率矩阵

K =



q0 p0 0 0 0 · · ·
q1 0 p1 0 0 · · ·
0 q2 0 p2 0 · · ·
0 0 q3 0 p3 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·


,

其中 p0 = 1− q0，

q0 =

{
1, λ0 = 0,

0, λ0 > 0,
pi =

λi

λi + µi
, qi =

µi

λi + µi
, i ≥ 1.

嵌入链是非负整数中的随机游动，嵌入链每次向右或向左移动一步. 生灭过程描述如下：已知 t 时

有 i ≥ 1 个生物时，再等待时间 Ti 后，以概率 pi 增加一个生物，或以概率 qi 减少一个生物. 这里
Ti ∼ E(λi + µi).
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第45讲 生灭过程 II
45.1 线性纯生过程

例 45.1

在生灭过程中，如果 µ = 0，生物就不会死亡，转移速率矩阵就简化成

Q =



0 0 0 0 0 · · ·
0 −λ λ 0 0 · · ·
0 0 −2λ 2λ 0 · · ·
0 0 0 −3λ 3λ · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·


这时的马氏链称为线性纯生过程.

对于线性纯生过程而言，生物的寿命是来自总体 E(λ) 的随机变量. 每个生物在寿终称两个新的生物，
新生物按照上一代的方式再独立地分裂各自的后代. 容易计算出线性纯生过程的嵌入链有一步转移概率

kij =

{
1, 当j = i = 0 或 j = i+ 1 ≥ 2 时,

0, 其他.

对于线性纯生过程，用 Ti表示已知有 i个生物的条件下，等待下一次分裂的时间，则 Ti ∼ E(iλ)，T1, T2, · · ·
相互独立. 在条件 X(0) = 1 下，引入

S0 = 0, Sk = T1 + T2 + · · ·+ Tk, k ≥ 1.

Sk 表示第 k 次分裂的时间. 下面推导公式

P (Sk ≤ t|X(0) = 1) = (1− e−λt)k, k ≥ 1.

我们用归纳法. 引入条件概率 P1(·) = P (·|X(0) = 1). 当 k = 1 时，我们有

P1(S1 ≤ t) =

∫ t

0

λe−λsds = 1− e−λt.

设结论对于 k − 1 成立，则有

P1(Sk ≤ t) = P (Sk−1 + Tk ≤ t)

=

∫ t

0

P1(Sk−1 + s ≤ t|Tk = s)dP1(Tk ≤ s)

=

∫ t

0

(1− e−λ(t−s))k−1λke−λksds

=

k−1∑
j=0

Cj
k−1(−1)j

∫ t

0

e−λj(t−s)λke−λksds

=

k−1∑
j=0

Cj
k−1(−1)j(e−λjt − e−λkt)

= (1− e−λt)k.
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于是得证. 这样可以得到线性纯生过程的一部转移概率

p1j(t) = P1(X(t) = j) = P1(Sj−1 ≤ t < Sj)

= P1(Sj−1 ≤ t)− P1(Sj ≤ t)

= (1− e−λt)j−1 − (1− e−λt)j

= (1− e−λt)j−1e−λt

= βj−1α, j ≥ 1,

其中 α = e−λt, β = 1− α. 于是在条件 X(0) = 1 下，对于固定的 t > 0，x(t) 服从参数为 α = e−λt 的几

何分布，有数学期望

E[X(t)|X(0) = 1] = 1/α = eλt.

当一开始有 i 个生物个体时，用 Yk 表示第 k 个个体在 t 时的后代数，则 Y1，Y2，· · ·，Yi 独立同分

布，都服从相同的几何分布

P (Yk = j) = P1j(t) = βj−1α, j ≥ 1.

于是 t 时的生物总数 x(t) =
∑i

k=1 Yi 服从负二项分布：

pij(t) = P (X(t) = j|X(0) = i) = Ci−1
j−1β

j−1αi, j ≥ i ≥ 1.

在条件 X(0) = i 下，X(t) 有数学期望 E[X(t)|X(0) = i] = ieλt.
线性纯生过程又称为 尤尔过程.

45.2 简单的传染病模型

例 45.2

m 个同种生物中有若干个体带菌，所有个体的行为独立. 在长为 h 的时间中，任何两个个体相遇

的概率为 λh+ o(h). 不带菌者遇到带菌者即被传染，被传染的个体将永远带菌，并以相同的方式
传染其他不带菌的个体. 当 t = 0 时有 i 个带菌者，计算

(1) 在时间 (0, h] 内新增加一个带菌者的概率；

(2) 在时间 (0, h] 内无新增带菌者的概率；

(3) 如果从 t = 0 开始，等待时间 Ti 后新增加一个带菌者，求 Ti 的分布和数学期望；

(4) 如果 t = 0 时只有一个带菌者，平均等待多长时间可以使整个群体带菌？

证明. 用 Pi(·) 表示条件概率 P (·|X(0) = i).

(1) 对 k = 1, 2, · · · , i, j = 1, 2, · · · ,m− i，用 Akj 表示时间 (0.h] 内第 k 个带菌者传染了第 j 个不带菌

者. 根据题意，{Akj} 相互独立，P (Akj) = λh + o(h). (0, h] 内新增加一个带菌者等价于恰有一个

Akj 发生. 因为一共有 i(m− i) 个 Akj，所以

pi,i+1(h) = Pi(恰有一个 Akj 发生)

= C1
i(m−i)P (A11)[1− P (A11)]

i(m−1)−1

= i(m− 1)(λh+ o(h))(1− λh+ o(h)i(m−1)−1

= i(m− 1)λh+ o(h).
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(2) 根据上面的符号，要计算的概率是

pii(h) = Pi(所有 Akj 没发生)

= (1− P (A11))
i(m−i)

= (1− λh+ o(h))i(m−i)

= 1− i(m− i)λh+ o(h).

(3) 用 X(t) 表示 t 时带菌者的总数. 因为带菌者的行为独立，等待传染下一个个体的时间具有无记忆
性，所以 {X(t)} 是马氏链. 对于 j ≥ i+ 2，有

pij(h) ≤
m∑

k=i+2

pik(h) = 1− pii(h)− pi,i+1(h)

= 1− [1− i(m− i)λh+ o(h)]− [i(m− i)λh+ o(h)]

= o(h).

由此得到

pij(h) =


1− i(m− i)λh+ o(h), j = i,

i(m− i)λh+ o(h), j = i+ 1,

o(h), j ≥ i+ 2.

于是得到马氏链的转移速率

qij = p′ij(0) =


−i(m− i)λ, j = i,

i(m− i)λ, j = i+ 1 > 1,

0 其他.

根据马氏链的运动规律知道 Ti 服从参数为 qi = |qii| 的指数分布，有数学期望

E[Ti] =
1

qi
=

1

i(m− i)λ
, 1 ≤ i ≤ m− 1.

(4) 马氏链 {X(t)} 是一个状态空间为 I = {0, 1, · · · ,m} 的纯生过程，从 1 出发到 m 所用的时间为

T =
∑m−1

i=1 Ti，其数学期望是

ET =

m−1∑
i=1

ETi

=
1

λ

m−1∑
i=1

1

i(m− i)

=
1

mλ

m−1∑
i=1

(
1

i
+

1

m− i
)

=
2

mλ

m−1∑
i=1

1

i
.

对于较大的群体，用近似公式
∑m−1

i=1 i−1 ≈ ln(m− 1)，得到

ET ≈ 2 ln(m− 1)

mλ
.

注意，
2 ln(m− 1)

mλ
是m的减函数，这说明群体越密集，传染速度越快. 另外，容易验证 qi = i(m−i)λ

在 i = [m/2] 大于最大，说明有 [m/2] 个带菌者时的传染速率最大，其中 [m/2] 是 m/2 的整数部

分.
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第46讲 马氏链的极限分布

46.1 pij(t) 的极限

定义 46.1

设 I 是马氏链 {X(t)} 的状态空间. i, j ∈ I 是其中的两个状态.

(1) 如果存在 t > 0 使得 pij(t) > 0，则称 i 通 j，记做 i → j；

(2) 如果 i → j 且 j → i，则称 i, j 互通，记做 i ↔ j;

(3) 如果 I 的所有状态互通，则称 马氏链 {X(t)} 互通.

命题 46.2

i ↔ i.

命题 46.3

如果 i → j，那么 j → i.

命题 46.4

如果 i → j 且 j → k，则 i → k.

所以互通关系是一个等价关系. 于是可以把互通的状态放在一起构成等价类.

定理 46.5

如果 {X(t)} 是互通马氏链，记 µj = 1/qj，则有

pj = lim
t→∞

pij(t) =
µj

E[Tjj ]
,

pj = lim
t→∞

[0, t] 内马氏链处于 i 的时间

t
.

如果上面定理中的 {pj} 之和为 1，则称 {pj} 是马氏链的 极限分布.

46.2 马氏链的 h 骨架和状态分类

定义 46.6

对于任何 h > 0，称 {X(nh)} = {X(nh)|n = 0, 1, 2, · · · } 为马氏链 {X(t)}的一个离散骨架或 h 骨

架.
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命题 46.7

以下的三个命题等价：

(1) i → j；

(2) 对于某个 h 骨架 i → j；

(3) 对于任何离散骨架 i → j.

对于选定的 h 骨架来讲，i 是正常返状态的充分必要条件是

∞∑
n=0

pii(nh) = ∞.

由于所有的状态非周期，所以 i 是正常返状态的充分必要条件是

πi = lim
n→∞

pii(nh) > 0.

命题 46.8

设 {X(nh)} 是马氏链 {X(t)} 的 h 骨架，则

(1) i 是 {X(nh)} 的常返状态，当且仅当∫ ∞

0

pii(t)dt = ∞;

(2) i 是某个 h 骨架的常返状态，当且仅当 i 是一切离散骨架的常返状态.

命题 46.9

如果 i 是某个 h 骨架的正常返状态，则它是所有离散骨架的正常返状态.

定义 46.10

对于马氏链 {X(t)}，当 i 是某 h 骨架的常返状态时，称 i 是 {X(t)} 的常返状态；当 i 是某 h

骨架的非常返状态时，称 i 是 {X(t)} 的非常返状态；当 i 是某 h 骨架的正常返状态时，称 i 是

{X(t)} 的正常返状态；当 i 是某 h 骨架的零常返状态时，称 i 是 {X(t)} 的零常返状态.

46.3 平稳不变分布

定义 46.11

设 P (t) 是马氏链 {X(t)} 的转移概率矩阵，如果概率分布列 p = [p0, p1, · · · ] 满足方程组

pj =
∑
i∈I

pipij(t), j ∈ I, 或等价地 p = pP (t), t ≥ 0,

则称 p 是 {X(t)} 的平稳分布或平稳不变分布.

对于互通马氏链，我们知平稳不变分布就是极限分布：pj = limt→∞ pij(t), j ∈ I.
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命题 46.12

如果马氏链 {X(t)} 以平稳分布 p 为初始分布，P (X(0) = i) = pi，i ∈ I，则

(1) X(t) 和 X(0) 同分布；

(2) {X(t)} 是严平稳过程 (见定义 5.7).

定理 46.13

设互通马氏链 {X(t)} 有转移速率矩阵 Q，则

(1) {X(t)} 正常返当且仅当 {X(t)} 有唯一的平稳不变分布；

(2) {X(t)} 正常返当且仅当对某个 j，pj = limi→∞ pij(t) > 0. 当条件成立时，所有的 pj ==

limi→∞ pij(t) > 0，且构成平稳不变分布；

(3) {X(t)} 正常返的充分必要条件是方程组{ ∑
i∈I piqij = 0,∑
j∈I pj = 1,

或等价地

{
pQ = 0,∑
j∈I pj = 1

有唯一非负解 p. 这时 p 是 {X(t)} 的唯一平稳不变分布；

(4) 若嵌入链有平稳不变分布 π = [π0, π1, · · · ]，则

pj ≡ lim
t→∞

pij(t) =
πj/qj∑
i∈I πi/qi

, j ∈ I.

命题 46.14

对于一个生灭过程，它为非常返的当且仅当

∞∑
n=1

µ1 · · ·µn

λ1 · · ·λn
< ∞.

它是正常返的当且仅当

q =

∞∑
n=0

λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn
< ∞.

其中 n = 0 时的项默认为 1. 这时平稳不变分布为

πn =
λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn
q−1.

命题 46.15

设正常返的马氏链 {X(t)} 是平稳过程，马氏链 {Y (t)} 的转移矩阵和 {X(t)} 的转移概率矩阵相
同，则对任意 m ≥ 1，t0 < t1 < · · · < tm，有

lim
n→∞

P (Y (t0 + s) = i0, Y (t1 + s) = i1, · · · , Y (tm + s) = im)

=P (X(t0) = i0, X(t1) = i1, · · · , X(tm) = im).
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例 46.16

内科诊室只有一个医生，医生为每个病人的看病时间是来自指数总体 E(µ) 的随机变量. 如果病人
按照强度为 λ 的泊松流到达和排队等候，用马氏链描述诊室的总人数 (指正看病的人数 + 排队人
数). 在稳定状态下，

(1) 计算平均队长；

(2) 计算病人的平均排队时间；

(3) 计算医生的可用度 (指稳定状态下医生在工作的概率).

解. 用 X(t) 表示 t 时诊室的总人数. 已知 x(t) = i > 0 时，用 S 表示等待新到一人所需的时间，用 T 表

示离开一人所需的时间，则 S，T 独立，S ∼ E(λ), T ∼ E(µ). {X(t)} 在 i 的停留时间为

min{S, T} ∼ E(λ+ µ),

然后分别以概率

ki,i+1 = P (S < T ) =
λ

λ+ µ
, ki,i−1 = P (T < S) =

µ

λ+ µ

转向 i+1, i− 1. 根据马氏链的结构知道 {X(t)} 是马氏链, 且是生灭过程. 利用公式 qij = kijqi(i ̸= j) 得

到转移速率

q00 = −λ, qii = −(λ+ µ), i > 0; qi,i+1 = λ, qi,i−1 = µ.

解方程组得到

pk = (1− λ

µ
)(
λ

µ
)k ≡ pqk, k = 0, 1, · · · .

于是知道只有当 λ < µ 时，马氏链是正常返的，有如上的平稳分布，在稳定状态下的平均队长是

EX(t) =

∞∑
k=0

kpk = pq

∞∑
k=1

kqk−1 =
q

p
=

λ

µ− λ
, λ < µ.

因为诊室的人数为 X(t)，所以 t 时到达的人需要排队的时间为

X(t)∑
k=1

τk, τk ∼ E(µ).

其中 τk 是第 k 个人的看病时间. 因为 X(t) 与 {τi} 独立，由瓦尔德定理我们有平均排队时间为

E[

X(t)∑
k=1

τk] = E[X(t)]E[τ1] =
λ

µ(µ− λ)
, λ < µ.

医生的可用度为

1− p0 = λ/µ.
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第47讲 布朗运动

设想在液体的表面建立一个直角坐标系，一粒花粉在时间 t = 0 从原点出发作布朗运动，以后将这粒

花粉称为质点. 用 (X(t), Y (t)) 表示 t 时花粉的位置.

47.1 布朗运动

下面对 X(t) 详加考察. 新建一个坐标系，以时间 t 为横轴，以位移 x 为纵坐标. 当 t 在 [0,∞) 中变

化时，{X(t)} 是连续时间的随机过程.
容易理解 X(t) 具有如下性质：

(1) 独立增量性：在互不相交的时间段

(tj−1, tj ], j = 1, 2, · · · , n

内，质点的位移

X(tj)−X(tj−1), j = 1, 2, · · · , n

是相互独立的；

(2) 平稳增量性：对于长度相等的时间段 (s, t] 和 (s+ h, t+ h]，质点在 (s, t] 内的位移 X(t)−X(s) 和

在 (s+ h, t+ h] 内的位移 X(t+ h)−X(s+ h) 有相同的分布；

(3) 对称性：质点沿纵轴方向的位移是平均对称的: EX(t) = 0；

(4) 有限性：质点在 (0, t] 内位移的方差 σ2(t) = Var(X(t)) 是 t 的连续函数.

根据上面的性质容易计算出

σ2(s+ t) = Var[(X(s+ t)−X(t)) +X(t)]

= Var[(X(s+ t)−X(t)] + Var[X(t)]

= σ2(s) + σ2(t).

由 (d) 我们知存在常数 σ2，使得 σ2(t) = σ2t.
对于任意 t > 0，标准化后的位移 Z(t) = X(t)/

√
σ2t 有数学期望 0 和方差 1. 对于 t > 0，假定 Z(t)

的分布与 t 无关，我们证明 Z(t) 服从标准正态分布.
实际上，对于固定的 t > 0，将 (0, t]进行 n等分，得到等分点 tj = jt/n，j = 0, 1, · · · , n. 第 j 个时间

段 (tj−1, tj ]的长度是 t/n. 用 Yj = X(tj)−X(tj−1)表示质点在第 j 个时间段内的位移，则 Y1, Y2, · · · , Yn

独立同分布，EYi = 0，Var(Yj) = Var(Y1) = σ2t/n. 其标准化

Uj =
Yj√
σ2t/n

=
√
n

Yj√
σ2t

的分布与 t, n 无关，并且

Z(t) ≡ X(t)√
σ2t

=

n∑
j=1

Yj√
σ2t

=
1√
n

n∑
j=1

Uj .

用 ϕ(s) = EeisUj 表示 Uj 的特征函数，有

ϕ′(0) = iEU1 = 0, ϕ′′(0) = i2EU2
1 = −1.
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对 ϕ(s) 在 s = 0 进行 Taylor 展开得到

ϕ(s) = ϕ(0) + ϕ′(0)s+
1

2
ϕ′′(0)s2 + o(s2) = 1− s2

2
+ o(s2).

于是 Z(t) = (U1 + · · ·+ Un)/
√
n 有特征函数

E exp(isZ(t)) = E exp(i s√
n
(U1 + U2 + · · ·+ Un))

= (E exp(i s√
n
U1))

n

= (ϕ(s/
√
n))n

= (1− s2

2n
+ o(

s2

n
))n

→ exp(−s2/2), n → ∞.

这就得到 Z(t) 的特征函数 E exp(itZ(t)) = e−s2/2. 于是 Z(t) ∼ N(0, 1)，进而知 X(t) ∼ N(0, σ2t).
对于 t > s ≥ 0，由于 X(t)−X(s) 和 X(t− s) 同分布，得到 X(t)−X(s) ∼ N(0, σ2(t− s)).

定义 47.1

如果随机过程 {X(t)} 满足条件：

(1) 轨迹在 [0,∞) 中连续的概率是 1，且 X(0) = 0 a.s.；

(2) {X(t)} 是独立增量过程；

(3) 对于任何 t > s ≥ 0，X(t)−X(s) ∼ N(0, σ2(t− s))，

则称 {x(t)} 是布朗运动. 特别地，当 σ2 = 1 时，称 {X(t)} 是标准布朗运动.

47.2 二维布朗运动

现在回到最初的平面直角坐标系，B(t) = (X(t), Y (t) 是 t 时质点的坐标时，已经证明 {X(t)} 是布
朗运动，同理知道 {Y (t)} 也是布朗运动，并且 Y (t) ∼ N(0, σ2t). 将坐标系绕原点旋转 θ 角，t 时质点在

新坐标系中的纵坐标为

W (t) = X(t) cos θ + Y (t) sin θ, t ≥ 0.

{W (t)} 也是布朗运动，与 {X(t)} 有相同的统计性质，所以

σ2t = EW 2(t) = σ2t+ sin 2θE[X(t)Y (t)].

因为上式对任何 θ 成立，所以 E[X(t)Y (t)] = 0. 于是 B(t) 服从二元正态分布，并且 X(t), Y (t) 独立. 不
难理解作为向量，B(t) = (X(t), Y (t)) 具有独立增量和平稳增量性，这样的 {B(t)|t ≥ 0} 被称为二维布
朗运动.

定义 47.2

设二维随机过程 B(t) = (X(t), Y (t)) (t ≥ 0) 的轨迹连续的概率为 1，且具有独立增量和平稳增量

性. 如果对任何 t ≥ 0，X(t)，Y (t) 相互独立，都服从正态分布 N(0, σ2t)，则称 {B(t); t ≥ 0} 是
二维布朗运动.
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47.3 布朗运动的简单性质

定义 47.3

如果对于任何 n ≥ 1，t1, t2, · · · , tn，

(X(t1), X(t2), · · · , X(tn))

服从 n 维正态分布，则称随机过程 {X(t)} 为正态过程.

定理 47.4

如果正态过程 {Xt} = {X(t)|t ≥ 0} 的轨迹在 [0,∞) 中连续的概率为 1，且满足 X(0) = 0，则

{Xt} 是标准布朗运动的充分必要条件是

E[X(t)] = 0, E[X(t)X(s)] = s, t ≥ s ≥ 0. (47.1)

证明. 当 {X(t)}是标准布朗运动时，按定义有 E[X(t)] = 0，并且由独立增量性知道 X(t)−X(s)与 X(s)

独立，所以有

E[X(t)X(s)] = E[X(t)−X(s)]E[X(s)] + E[(X(s))2] = 0 + s.

如果 (47.1) 成立，对于 t1 < t2 ≤ t3 < t4，有

E[(X(t2)−X(t1))(X(t4)−X(t3))] = E[X(t2)X(t4)−X(t2)X(t3)−X(t1)X(t4) +X(t1)X(t3)]

= t2 − t2 + t1 − t1 = 0.

这说明 (X(t2)−X(t1)) 与 (X(t4)−X(t3)) 独立. 由正态分布的性质我们知 {X(t)} 是独立增量过程. 再
由

E[X(t)−X(s)]2 = t+ s− 2s = t− s, t ≥ s ≥ 0,

我们知 X(t)−X(s) ∼ N(0, t− s). 所以 {X(t)} 是标准布朗运动.

命题 47.5

设 B(t) 是标准布朗运动，n 是正常数，则以下的随机过程都是标准布朗运动：

(1) W (t) = −B(t), t ≥ 0；

(2) W (t) = B(t+ a)−B(a), t ≥ 0；

(3) W (t) = B(at)/
√
a, t ≥ 0；

(4) W (0) = 0, W (t) = tB(1/t), t > 0；

(5) 对于正数 T，W (t) = B(T − t)−B(T ) 是时间段 [0, T ] 中的标准布朗运动.
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第48讲 首中时和 Arcsin 律
以下总用 {B(t)} 表示标准布朗运动. 注意有 B(0) = 0 = 0 a.s..

48.1 首中时和最大值的分布

对于常数 a，用 Ta 表示质点首次到达 a 的时刻，则有

Ta = inf{t|t ≥ 0, B(t) = a}.

Ta 称为 a 的首达时或首中时. 用 Mt 表示质点在 [0, t] 内到达的最大值，则

Mt = sup
0≤s≤t

B(s).

对于 a ≥ 0，事件 {Ta ≤ t} 和 {Mt ≥ a} 都表示质点在时间段 [0, t] 内到达过 a，所以

{Ta ≤ t} = {Mt ≥ a}, a ≥ 0.

对 a ≥ 0，下面计算首中时 Ta 的分布函数. 因为布朗函数有对称性，所以已知 Ta ≤ t 的条件下，事件

B(Ta) = a 发生，并且 B(t) ≥ a 与 B(t) < a 发生的可能性相同，那么有

P (B(t) ≥ a|Ta ≤ t) = P (B(t) < a|T ≤ t).

另外一方面，有 {B(t) ≥ a} ⊂ {Mt ≥ a} = {Ta ≤ t}，所以由上式得到

P (B(t) ≥ a) = P (B(t) ≥ a, Ta ≤ t)

= P (B(t) ≥ a|Ta ≤ t)P (Ta ≤ t)

=
1

2
[P (B(t) ≥ a|Ta ≤ t) + P (B(t) < a|Ta ≤ t)](Ta ≤ t)

=
1

2
P (Tn ≤ t).

于是得到

P (Ta ≤ t) = 2P (B(t) ≥ a), a ≥ 0.

因为 B(t) ∼ N(0, t)，所以用 B(t)/
√
t ∼ N(0, 1) 得到

P (B(t) ≥ a) = P (
B(t)√

t
≥ a√

t
) = 1− Φ(a/

√
t)

这里 Φ(x) 是 N(0, 1) 的分布函数. 于是我们有 Mt = sup0≤s≤t B(s) 的生存函数

P (Mt ≥ a) = P (Ta ≤ t) = 2[1− Φ(a/
√
t)], a ≥ 0.

有布朗运动的对称性我们知 T−a 和 Ta 同分布，所以对任何常数 a，

P (Ta ≤ t) = P (T|a| ≤ t) = 2[1− Φ(a/
√
t)].
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命题 48.1

对于标准布朗运动 {B(t)} 和 a ̸= 0，

(1) 质点最终到达 a 的概率为 1；

(2) 质点到达 a 平均需要的时间是 E[Tn] = ∞.

证明. 注意到
P (Ta ≤ t) = P (T|a| ≤ t) = 2[1− Φ(a/

√
t)],

令 t → ∞ 我们有
P (Tn < ∞) = lim

t→∞
P (Tn ≤ t) = 2[1− Φ(0)] = 1.

这说明在有限的时间内质点以概率 1 到达 a.
因为 limt→∞ P (Ta > t) → 0，取 s = |a|/

√
t，利用洛必达法则我们有

C0 = lim
t→∞

P (Ta > t)

|a|/
√
t

= lim
s→0

1− 2[1− Φ(a/
√
t)]

s
= 2Φ′(0) > 0.

这说明有正常数 c 使得当 t > c 时，P (Ta > t) ≥ Φ′(0)|a|/
√
t. 于是

E[Ta] =

∫ ∞

0

P (Ta > t)dt ≥ Φ′(0)|a|
∫ ∞

c

dt√
t
= ∞.

48.2 Arcsin 律

用 N(a, a+ b] 表示质点在时间段 (a, a+ b] 内访问 0 的次数.
注意 T−x 和 Tx 同分布，就得到

P (N(a, a+ b] ≥ 1|B(a) = x) = P (Tx ≤ b) = 2P (B(b) ≥ |x|).

用全概率公式和 B(a) ∼ N(0, a) 得到

P (N(a, a+ b] ≥ 1) =
1√
2πa

∫ ∞

−∞
P (N(a, a+ b] ≥ 1|B(a) = x)e−x2/2adx

=
1√
2πa

∫ ∞

−∞
2P (B(b) ≥ |x|)e−x2/2adx

=
2

π
√
ab

∫ ∞

0

∫ ∞

x

e−y2/2bdye−x2/2adx

=
2

π
√
ab

∫
y≥x≥0

exp(−y2

2b
− x2

2a
)dxdy.

为计算上述积分，取变换 x =
√
2ar cos θ，y =

√
2br sin θ. 雅可比行列式为

∂(x, y)

∂(r, θ)
= 2r

√
ab.

因为

y ≥ x ≥ 0 ⇔ b sin2 θ ≥ a(1− sin2 θ) ≥ 0, 0 ≤ θ ≤ π/2

⇔ sin2θ ≥ a

a+ b
, 0 ≤ θ ≤ π/2

⇔ θ0 := arcsin
√

a

a+ b
≤ θ ≤ π

2
,
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所以

P (N(a, a+ b] ≥ 1)
4

π

∫ ∞

0

exp(−r2)rdr

∫ π/2

θ0

dθ

=
2

π
(π/2− θ0)

= 1− 2

π
arcsin

√
a

a+ b

于是对于 t > 0，x ∈ (0, 1)，我们有

P (N(tx, t] = 0) =
2

π
arcsin

√
x.

上式称为布朗运动的 Arcsin 律.

定理 48.2

对于标准布朗运动 {B(t)}，用 Ta 表示质点首次到达 a 的时刻，用 Mt 表示质点在 [0, t] 内到达的

最大值，用 N(a, b] 表示质点在时间段 (a, b] 内访问 0 的次数，则有

(1) P (Ta ≤ t) = P (T|a| ≤ t) = 2P (B(t) ≥ |a|)；

(2) 对 a ≥ 0，P (Mt ≥ a) = P (Ta ≤ t)；

(3) 对 a ̸= 0，E[Ta] = ∞；

(4) 对 b > a > 0，P (N(a, b] = 0) = (2/π) arcsin
√

a/b.
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第49讲 布朗桥与经验过程，布朗运动的轨迹，

随机游动与布朗运动

49.1 布朗桥

定义 49.1

设 {B(t)} 是标准布朗运动，定义 布朗桥

X(t) = B(t)− tB(1), t ∈ [0, 1].

明显地，布朗桥是时间段 [0, 1] 内的正态过程，利用正态分布的特性容易计算出布朗桥的数学期望和

协方差如下：

E[X(t)] = 0, E[X(s)X(t)] = s(1− t), 0 ≤ s ≤ t ≤ 1.

49.2 经验过程

现在设 U 在 [0, 1] 上的均匀分布，U1, U2, · · · , Un 是来自总体 U 的随机变量. 称分布函数 F (t) =

P (U ≤ t) 的估计量

Fn(t) =
1

n

n∑
j=1

I[Uj ≤ t], t ∈ [0, 1]

为经验分布函数，这里 I[Uk ≤ t] 是事件 {Uk ≤ t} 的示性函数. 因为 F (t) = t，所以 Fn(t)− t 是估计误

差. 定义
Dn(t) =

√
n(Fn(t)− F (t)), t ∈ [0, 1].

称 Dn(t) 是经验过程.

命题 49.2

对于 0 ≤ s < t ≤ 1，有

(1) E[Dn(t)] = 0，E[Dn(s)Dn(t)] = s(1− t)；

(2) 对于充分大的 n，Dn(t) ∼ N(0, t(1− t)) 近似成立.

证明. 容易计算 E[I[Uk ≤ t]] = P (Uk ≤ t) = t，故 E[Dn(t)] = 0. 利用

I[Uk ≤ s]I[Uk ≤ t] = I[Uk ≤ s], s < t

可以计算出

E[(I[Uk ≤ s]− s)(I[Uk ≤ t]− t)] = s− st− st+ st = s(1− t).

再用 I[Uk ≤ t] (k = 1, 2, · · · , n) 的相互独立性得到

E[Dn(s)Dn(t)] =
1

n

n∑
k=1

E[(I[Uk ≤ s]− s)(I[Uk ≤ t]− t)]

= s(1− t).

所以 (1) 成立. 结论 (2) 恰好是中心极限定理.
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49.3 轨迹的不可微

定理 49.3

对于标准布朗运动 {B(t)}，有

lim sup
h↓0

|B(h)|
h

= ∞ a.s..

证明. 定义 Yh = sup0<s≤h
|B(s)|

s ，则有

lim sup
h↓0

|B(h)|
h

= lim
h↓0

Yh.

由 Mh := sup0≤s≤h B(s) ≥ B(0) = 0 a.s. 我们有

Yh = sup
0<s≤h

|B(s)|
s

≥ 1

h
sup

0<s≤h
|B(s)| ≥ Mh

h
a.s..

用 Φ(x) 表示 Z = B(h)/
√
h ∼ N(0, 1) 的分布函数，我们有

P (Yh > m) ≥ P (Mh/h > m)

= P (Mh > mh) = 2P (B(h) > mh)

= 2P (Z > m
√
h) = 2[1− Φ(m

√
h)]

→ 2[1− Φ(0)] = 1, 当 h → 0 时.

对于任何充分大的正数 m，当 h ↓ 0 时，Yh 单调减少，事件 Ah = {Yh > m} 也单调减小. 用概率的连续
性我们有

P (lim sup
h→↓0

Yh > m) = P (
⋂

0<s≤h

As) = lim
h↓0

P (Ah) = 1.

由 m 的任意性我们有 limh↓0 Yh = ∞ a.s..

因为对 t ≥ 0，M(t) = B(t+ x)−B(x) 也是标准布朗运动，所以由上定理我们有

lim sup
h↓0

|B(h+ x)−B(x)|
h

= ∞ a.s..

上式说明在任一点 x ≥ 0，几乎所有的轨迹都不存在导数 B′(x).

49.4 轨迹的无限长

对于任意 n，将 [0, t] 进行 2n 等分，得到等分点

an,j =
jt

2n
, j = 0, 1, · · · , 2n.

定理 49.4

对于标准布朗运动，有

lim
n→∞

2n∑
j=1

|B(an,j)−B(an,j−1)| = ∞ a.s..
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命题 49.5

设 Z ∼ N(0, σ2)，{Xn} 是随机序列，有

(1) E[Z2] = σ2，EZ4 = 3σ4，E[(Z2 − σ2)2] = 2σ4；

(2) 当
∑∞

n=1 P (|Xn| ≥ 1/n) < ∞ 时，Xn → 0 a.s.；

(3) 当 n → ∞ 时，
∑2n

j=1 |B(aj)−B(aj−1)|2 → t a.s.；

(4) 当 n → ∞ 时，Yn = max1≤j≤2n |B(aj)−B(aj−1)| → 0 a.s..

证明. 简单的计算可以得到 (1). 由 Borel-Cantelli 引理我们知道 (2) 中条件成立时，概率 1 地只有有限

个 |Xk| ≥ 1/k，所以当 n 充分大后 |Xn| ≤ 1/n，于是结论 (2) 成立. 下面证明 (3). 对于独立同分布的
Zj = B(aj)−B(aj−1) ∼ N(0, t/2n)，定义

Xn =

2n∑
j=1

|B(aj)−B(aj−1)|2 − t =

2n∑
j=1

(Z2
j − t/2n).

利用 Zj 的独立性，马尔可夫不等式和 (1) 我们有

P (|Xn| ≥ 1/n) ≤ n2E[|Xn|2] = n22nE[(Z2
j − t/2n)2]

= 2n22n(t/2n)2 = 2t2n22−n.

于是由结论 (2) 我们有 Xn → 0 a.s.，于是结论 (3) 成立. 由

E[Y 4
n ] = E[ max

1≤j≤2n
|Zj |4] ≤

2n∑
j=1

E[Z4
j ]

和马尔可夫不等式得到

P (Yn ≥ 1

n
) ≤ n4E[Y 4

n ] ≤ n42nE[Z4
1 ]

= 3n42n(t/2n)2 = 3t2n42−n.

再由 (2) 得到 (4).

定理 49.4 的证明. 由 Yn 的定义知道

2n∑
j=1

|B(aj)−B(aj−1)|2 ≤ Yn

2n∑
j=1

|B(aj)−B(aj−1)|.

于是有
2n∑
j=1

|B(aj)−B(aj−1)| ≥
1

Yn

2n∑
j=1

|B(aj)−B(aj−1)|2.

当 n → ∞ 时，上式右端分子趋于 t > 0 a.s.，分母 Yn → 0 a.s.，所以整体趋于 ∞ a.s..

49.5 重对数律

对于标准布朗运动的轨迹，还可以证明下面的 重对数律结论：

lim sup
t→∞

B(t)√
2t ln ln t

= 1 a.s., lim inf
t→∞

B(t)√
2t ln ln t

= −1 a.s.,
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lim sup
t→∞

B(t)√
2t ln ln t−1

= 1 a.s., lim inf
t→∞

B(t)√
2t ln ln t−1

= −1 a.s..

由布朗运动的重对数律可以诱导出随机变量的重对数律.
设 E[X] = 0，Var(X) = 1，X1, X2, · · · 是来自总体 X 的随机变量，则有重对数律：

lim sup
n→∞

Sn√
2n ln lnn

= 1 a.s., lim inf
t→∞

Sn√
2n ln lnn

= −1 a.s.,

其中 Sn =
∑n

j=1 Xj 是样本部分和.

49.6 随机游动与布朗运动

我们回顾一下简单对称随机游动的概念. 定义

Xi =

{
1, 当第 i 次向上移动一步,

−1, 当第 i 次向下移动一步,
i = 1, 2, · · · ,

则 X1, X2, · · · 是独立同分布的随机变量，EX1 = 0，Var(X1) = 1. 在时刻 n，质点所处的高度是 Sn =

X1 +X2 + · · ·+Xn，坐标是 (n, Sn). 这里和以后规定 S0 = 0.
下面考虑更一般的随机游动. 设随机变量 X1, X2, · · · 独立同分布，E[Xi] = 0，σ2 = Var(Xi) < ∞.

质点从原点出发第 i 步沿纵轴移动 Xi 单位，在时刻 n，质点所处的高度是 Sn = X1 +X2 + · · ·+Xn，坐

标是 (n, Sn).
对于 0, 1, · · · , n，把质点的位置坐标 (k, Sk) 用线段连接起来，得到折线函数

Sn(t) = Sk + (t− k)Xk+1, 当 t ∈ [k, k + 1], 0 ≤ k ≤ n− 1.

由于 Sn(t) 在 [k, k + 1] 中是线性函数且满足 Sn(k) = Sk，所以 Sn(t) 是质点前 n 步的运行轨迹.
当 n 增大时折线越来越长，看不到有意思的东西. 让我们把折线 Sn(t) 进行压缩. 首先把折线 Sn 沿

横坐标向左压缩 n 倍，得到折线

Cn(t) = Sk + (nt− k)Xk+1, t ∈ [
k

n
,
k + 1

n
], 0 ≤ k ≤ n− 1.

再沿纵坐标向 t 轴压缩 (
√
nσ2)−1 倍，得到折线

ξn(t) =
Sk + (nt− k)Xk+1√

nσ2
, 当 t ∈ [

k

n
,
k + 1

n
], 0 ≤ k ≤ n− 1.

对于质点的每次运行，可以看出 ξn(t) 是 [0, 1] 中的连续折线函数.
对于任意的 t ∈ [k/n, (k + 1)/n]，容易计算 |t− k/n| ≤ 1

n , (nt− k)2 ≤ 1，所以有

E[ξn(t)] =
E[Sk] + (nt− k)E[Xk+1]√

nσ2
= 0,

E[ξ2n(t)] =
kσ2 + (nt− k)2σ2

nσ2
= t+O(n−1), 当 n → ∞ 时.

对于 0 ≤ s ≤ t ≤ 1，也可以计算出 ξn(t) 的协方差函数

E[ξn(s)ξn(t)] = E[ξ2n(s)] + E[ξn(s)(ξn(t)− ξn(s))]

= s+O(n−1), 0 ≤ s < t ≤ 1.

于是，对于充分大的 n，作为随机过程的折线 {ξn(t)} 和标准布朗运动 {B(t)|0 ≤ t ≤ 1} 有相近的协方差
函数.
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第50讲 习题课 V
例 50.1

设连续时间马氏链 {X(t)} 有转移概率矩阵

P (t) =


2 + 3e−3t 1− e−3t 2− 2e−3t

2− 2e−3t 1 + 4e−3t 2− 2e−3t

2− 2e−3t 1− e−3t 2 + 3e−3t

 .

(1) 计算转移速率矩阵 Q；

(2) 计算质点在个状态的平均停留时间；

(3) 计算嵌入链的一步转移概率矩阵；

(4) 对于马氏链的运动情况给予简单解释.

解. (1) 容易计算出

Q = P ′(0) =
1

5


−9 3 6

6 −12 6

6 3 −9

 .

(2) 设马氏链的状态为 1，2，3，质点在 1，2，3 的平均停留时间分别是

1/q1 = 5/9, 1/q2 = 5/12, 1/q3 = 5/9.

(3) 根据 kij = qij/qi (j ̸= i)，可以计算出嵌入链的一步转移矩阵

K =


0 3/9 6/9

6/12 0 6/12

6/9 3/9 0

 =


0 1/3 2/3

1/2 0 1/2

2/3 1/3 0

 .

(4) 质点按照离散马氏链的一部转移概率矩阵 K 在状态 1，2，3 中转移，这三个状态互通. 质点每次
到达状态 i，在 i 的停留时间是服从指数分布的随机变量，其数学期望 1/qi 是在 i 的平均停留时间.
所有不同次到达的停留时间是相互独立的，在不同状态的停留时间也是相互独立的. 质点从 i 出发

的条件下，t 时处于状态 j 的概率是 pij(t).

例 50.2

考虑有两种状态的连续时间 Markov 链，状态为 0 和 1，链在离开 0 到达 1 之前在状态 0 停留

的时间服从参数为 λ 的指数分布，相应地在 1 停留的时间是参数为 µ 的指数随机变量. 对此建立
Kolmogorov 方程，并求解.

证明. 以 X(t) 表示时刻 t 时 Markov 链的状态，则 {X(t), t ≥ 0} 是一个时齐的 Markov 过程，转移概率
为： {

p01(h) = λh+ o(h)

p10(h) = ph+ o(h).
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Q-矩阵中的元素为
−q00 = q01 = λ, −q11 = q10 = µ.

由 Kolmogorov 向前方程，得

p00(t)
′ = q00p00(t) + q10p01(t)

= −λp00(t) + µp01(t)

= −λp00(t) + µ[1− p00(t)]

= −(λ+ µ)p00(t) + µ.

又 p00(0) = 1，我们解得

p00(t) =
µ

λ+ µ
+

λ

λ+ µ
e−(λ+µ)t

p01(t) =
λ

λ+ µ
− λ

λ+ µ
e−(λ+µ)t

p11(t) =
λ

λ+ µ
+

µ

λ+ µ
e−(λ+µ)t

p10(t) =
µ

λ+ µ
− µ

λ+ µ
e−(λ+µ)t.

例 50.3

以下三个生灭过程哪个是非常返的，哪个是零常返的，哪个是正常返的？对于正常返马氏链计算

平稳分布.

(1) λn = n+ 2，µn = n；

(2) λn = n = 1，µn = n；

(3) µn = n，λ0 = λ1 = 1，对 n ≥ 2，λn = n− 1.
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