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引理 1.1

对于强度为 λ的泊松过程 {N(t)}，用 N(t−)表示区间 [0, t)内发生的事件数，
则
(1) N(t)−N(t−) = 0 a.s.；
(2) N [s, t] = N(t)−N(s−) 是闭区间 [s, t] 内发生的事件数；
(3) N [s, t] = N(s, t] a.s..
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一个使用寿命服从指数分布 E(λ) 的部件一旦失效后马上被换上同型号的备用部件
继续工作. 用 N(t) 表示 (0, t] 中更换的部件数，则 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程.
通常称更换部件的时刻为呼叫时刻. 用 {Sn} 表示相应的泊松流.
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当 N(t) = n 时，Sn 是时间 t 之前最后一次呼叫时刻，Sn+1 是时间 t 之后第一次呼
叫时刻. 于是我们知道，SN(t) 是时间 t 前的最后一次呼叫时刻，SN(t)+1 是时间 t
之后的第一个呼叫时刻. 于是

SN(t) ≤ t < SN(t)+1.

定义
A(t) = t− SN(t), R(t) = SN(t)+1 − t.

A(t) 是 t 时服役的部件的使用年龄，R(t) 是 t 时服役的部件的剩余寿命. 以后将
A(t) 简称为 年龄，将 R(t) 简称为 剩余寿命.
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定理 1.2

在上面的定义下，有如下的结果：
(1) R(t) ∼ E(λ);

(2) P (A(t) ≤ u) =

{
1− e−λu, u ∈ [0, t),
1, u ≥ t;

(3) A(t) 与 R(t) 独立.
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证明.
(1) 对 v ≥ 0 有 {R(t) > v} = {N(t, t+ v] = 0}. 于是 P (R(t) > v) = e−λv，即

R(t) ∼ E(λ).
(2) 由于 A(t) ≤ t，所以对 u ≥ t，P (A(t) ≤ u) = 1. 对于 u < t，由

{A(t) > u} = {N [t− u, t] = 0} 和引理 1.1 (1)，我们有

P (A(t) > u) = P (N(t− u, t] = 0) = P (N [t− u, t] = 0) = e−λu,

于是 (2) 成立.
(3) 对于 u, v ≥ 0，从 N [t− u, t] 和 N(t, t+ v]) 独立得到 A(t) 和 R(t) 独立.
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定理 1.2 (1) 说明时间 t 时服役的部件剩余寿命 R(t) 也服从指数分布 E(λ). 该性质
是由指数分布的无记忆性所决定的.
利用上面结论和关系式

A(t) = t− SN(t), R(t) = SN(t)+1 − t.

我们有
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推论 1.3

SN(t) 和 SN(t)+1 的分布函数分别为

P (SN(t) ≤ s) =

{
e−λ(t−s) 0 ≤ s ≤ t,
1, s > t,

P (SN(t)+1 ≤ s) =

{
1− e−λ(s−t) 0 ≤ s > t,
0, s ≤ t.
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指数分布的数学期望是 λ−1. 如果用 X(t) 表示时刻 t 时服役的部件的使用寿命，则
有

X(t) = A(t) +R(t), E[X(t)] = E[A(t)] + E[R(t)] > λ−t.

于是，t 时刻服役的部件的平均寿命比同型号的备用部件的平均使用寿命
E[X1] = λ−1 要长.
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注意 A(t) 的分布函数在 t 处有一个跳跃高度 e−λt，用定理 1.2 (2) 得到，当 t → ∞
时，

E[A(t)] =

∫ ∞

0
udP (A(t) ≤ u)

=

∫ t

0
λue−λudu+ te−λt

→
∫ ∞

0
λue−λudu =

1

λ
,

所以有
lim
t→∞

E[X(t)] = lim
t→∞

(E[A(t)] + E[R(t)]) = 2λ−1 = 2E[X1].

上式说明了，如果泊松过程在无穷远之前就开始了，则 t 时服役的部件的平均使用
寿命是同型号备用部件的平均寿命的两倍.
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注记 1.4

发生上述现象并不足为怪. 因为实际使用寿命长的部件在 t 时被遇到的概率
比实际寿命短的部件被遇到的概率要大.
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例 1.5

北京前门的公交车站，每 6 分钟发出一辆开往颐和园的公交车. 由于随机因
素的干扰，汽车到达圆明园站时，两车之间的间隔时间成为独立同分布，服从
指数分布的随机变量. 设某乘客等可能地到达车站候车，计算
(1) 他在前门候车时的平均候车时间；
(2) 他在圆明园站候车时的平均候车时间.

第 4 讲 年龄与剩余寿命，Poisson 过程的参数估计



年龄与剩余寿命
泊松过程的检验与参数估计

解.
(1) 用 T 表示甲到达前门站的时间. 对于任意长度为 6 分钟的发车间隔 (0, 6]，已
知 T ∈ (0, 6] 时，T 在 (0, 6] 中均匀分布. 所以平均候车时间是 3 分钟.

(2) 根据题意，公交车按照强度为 λ 的泊松过程 {N(t)} 到达圆明园站. 由于这路
公交车都要经过圆明园站，所以平均每 6 分钟停靠一辆，即有
E[N(6)] = 6λ = 1. 于是 λ = 1/6. 按照剩余寿命的定义，在 t 时到达的乘客的
候车时间为 R(t). 由 R(t) ∼ E(λ) 知道平均候车时间为 E[R(t)] = 6(分钟).
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注记 1.6

上例的结果告诉我们，市内公交车的始发站和终点站距离太远时，会延长乘客
的平均候车时间和降低公交车的平均利用率.
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

设 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的样本，θ 是 X 的未知参数，但是已知
θ ∈ Θ0 +Θ1，这里 Θ0 +Θ1 是互不相交的参数集合. 为判断 θ ∈ Θ0 是否成立，作
假设检验，其中

原假设 H0 : θ ∈ Θ0, 备择假设 H1 : θ ∈ Θ1.

设 W 是一个事件，当 W 发生就否定 H0，称 W 为检验的拒绝域. 设 α 是 (0, 1) 中
的常数. 如果对一切的 θ ∈ Θ0，有

Pθ(W ) ≤ α,

则称拒绝域 W 的检验水平或显著性水平是 α.
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

按照泊松过程的性质，要检验计数过程 {N(t), t ≥ 0} 是否是泊松过程，可转化为下
面的检验问题之一：

1. 检验 {Xn, n ≥ 1} 是否独立同指数分布；
2. 对任意 t > 0，检验在 N(t) = 1 下 S1 = X1 是否是 [0, t] 上均匀分布；
3. 给定 T > 0，检验在 N(T ) = n 下 S1, S2, · · · , Sn 的条件分布是否与 [0, T ] 上 n
个独立均匀分布随机变量的顺序统计量有相同的分布.

这里我们仅具体讨论最后一种检验方法.
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

提出检验假设 H0 : {N(t), t ≥ 0} 是泊松过程. 令 σn =
∑n

k=1 Sk. 当 H0 成立时，我
们有

E[σn|N(T ) = n] = E[

n∑
i=1

Ui] =
nT

2
,

Var[σn|N(T ) = n] = Var(
n∑

i=1

Ui) =
nT 2

12
.

这里 {Ui, 1 ≤ i ≤ n} ∼ U [0, t] 独立同分布. 由中心极限定理我们有

lim
n→∞

P (
σn − n

2T

T
√

n
12

|N(T ) = n) = lim
n→∞

P (

∑n
i=1 Yi −

n
2T

T
√

n
12

≤ x)

= Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−

u2

2 du.
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

于是对于充分大的 n，有

P (
σn
t

≤ 1

2
[n+ x(

n

3
)
1
2 ]|N(T ) = n) ≈ Φ(x).

如果给定置信水平 α = 0.05，则当

σn
T

∈ 1

2
[n± 1.96(

n

3
)
1
2 ]

时，接受 H0，否则拒绝 H0.
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

设 N(t) 是强度为 λ 的泊松过程. 由 N(t) 的概率分布

P (N(t) = n) =
(λt)n

n!
e−λt, n = 0, 1, · · ·

我们知基于观测 N(t) = n 的似然函数是

L(λ) =
(λt)n

n!
e−λt.

对数似然函数是

l(λ) = lnL(λ) = n lnλ− λt+ c0, c0 是常数.

由 l′(λ) = 0 得到 λ 的最大似然估计 n/t.
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

一般情况下，[0, t] 内发生了 N(t) 个事件，λ 的最大似然估计是

λ̂ =
N(t)

t
.

由于 EN(t) = λt，所以 Eλ̂ = λ. 这说明 λ̂ 是无偏估计.
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

对于每个 t > 0，有正整数 n 使得 n− 1 < t ≤ n 成立. 这时

N(n− 1)

n
≤ N(t)

t
≤ N(n)

n− 1
.

利用独立增量性和平稳增量性知 N(j − 1, j] 是独立同分布的随机变量. 注意到

N(n) =

n∑
j=1

N(j − 1, j],

利用强大数律我们有

lim
n→∞

N(n− 1)

n
= lim

n→∞

N(n− 1)

n− 1

n− 1

n
= E[N(1)] = λ a.s.,

lim
n→∞

N(n)

n− 1
= lim

n→∞

N(n)

n

n

n− 1
= E[N(1)] = λ a.s..

于是

lim
t→∞

N(t)

t
= λ a.s.,

这说明 λ̂ 是 λ 的强相合估计.
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

再利用独立增量性和平稳增量性我们知

Yj = N(jt/n)−N((j − 1)t/n), j = 1, 2, · · · , n

是独立同分布的随机变量，其部分和

N(t) =

n∑
j=1

Yj

的数学期望和方差都是 λt. 从中心极限定理我们知对于较大的 λt，

ξ =
N(t)− λt√

λt
∼ N(0, 1)

近似成立.
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

给定置信水平 1− α，用 zα/2 表示标准正态分布的 α/2 上分位数：
Φ(zα/2) = 1− α/2. 利用 P (|ξ| ≤ zα/2) ≈ 1− α，对于较大的 λt，可以得到 λ 的置
信水平为 1− α 的近似置信区间

Jλ =
[b−√

b2 − 4ac

2a
,
b+

√
b2 − 4ac

2a

]
,

其中 a = t2，b = 2tN(t) + tz2α/2，c = N2(t).

实际上，ξ ≤ zα/2 当且仅当

|N(t)− λt|2 ≤ λtz2α/2,

即 g(λ) = aλ2 − bλ+ c ≤ 0. 解该不等式即得 λ 的置信水平为 1− α 的近似置信区
间.
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

定理 2.1

设 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程，则 λ̂ = N(t)
t 是 λ 的强相合无偏估计. 对

于较大的 λt，λ 的置信水平为 1− α 的近似置信区间是

Jλ =
[b−√

b2 − 4ac

2a
,
b+

√
b2 − 4ac

2a

]
, (2.1)
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

例 2.2

上海证券交易所开盘后，在 10:00 至 10:30 之间一共有 36 万次成交. 假定在
这个时间段内股票的成交构成一个泊松流，以秒为时间单位.
(1) 估计泊松流的强度 λ；
(2) 在置信水平 0.95 下，计算强度 λ 的置信区间；
(3) 当 λ = 200 时，计算 5 秒内的成交次数大于 1050 次的概率.
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

解.
(1) 因为在 t = 30× 60 秒内有 N(t) = 36 万次成交，所以 λ 的最大似然估计是

λ̂ =
36× 104

30× 60
= 200.

(2) 对于置信水平 1− α = 0.95，我们有 zα/2 = 1.96. 容易计算出 (2.1) 中的

N(t) = 36× 104,

a = t2 = 18002 = 3240000,

b = (2tN(t) + tz2α/2) = 1.296× 109,

c = N2(t) = 1.296× 1011,

将 a, b, c 代入 (2.1) 得到置信区间 [199.9846, 200.0154].
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

解.
(3) 因为每秒钟平均有 200 次交易，所以

ξ =
N(5)− sλ√

5λ
∼ N(0, 1)

近似成立. 于是

P (N(5) > 1050) = P (
N(5)− 5λ√

5λ
>

1050− 5λ√
5λ

)

≈ P (ξ >
5√
10

)

= 1− Φ(1.5811) ≈ 0.057.
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

在实际问题中如果可以观测到第 n 次到达的发生时刻 Sn = sn，我们知 λ 的似然函
数

L(λ) =
λn

Γ(n)
sn−1
n e−λsn .

对数似然函数是

l(λ) = lnL(λ) = n lnλ− λsn + c0, c0 =常数.

由 l′(λ) = n/λ− sn = 0，得到 λ 的最大似然估计 λ̃ = n/sn. 实际问题中观测到 Sn

的最大似然估计是 λ̃ = n/Sn.
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

注意到 E[λ̃] = n
n−1λ > λ，所以 λ̃ 不是 λ 的无偏估计. 但是他是 λ 的强相合估计，

这是因为由强大数律我们有当 n → ∞ 时，

λ̃−1 =
Sn

n
=

X1 + · · ·+Xn

n
→ E[X1] = 1/λ a.s.,

于是有 λ̃ → λ a.s..
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泊松过程的检验
用 N(t) 估计 λ
用 Sn 估计 λ

下面再计算 λ 的置信区间. 首先我们有 η = 2λS 的密度函数

f(t) =
1

2nΓ(n)
tn−1e−t/2, t > 0.

这正是 2n 个自由度的 χ2 分布的密度函数，于是 η = 2λSn ∼ χ2(2n). 用 χ2
α/2 表示

χ2(2n) 分布的上 α/2 分位数，利用

P (χ2
1−α/2 ≤ 2λSn ≤ χ2

α/2) = 1− α,

得到 λ 的置信水平为 1− α 的置信区间

[
χ2
1−α/2

2Sn
,
χ2
α/2

2Sn
].

第 4 讲 年龄与剩余寿命，Poisson 过程的参数估计
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