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例 1.1

某零件在运行过程中受到撞击. 用 N(t) 表示 (0, t] 时间段内该零件受到的撞
击次数，经验表明 N = (N(t), t ≥ 0) 是参数为 λ > 0 的 Poisson 过程. 每次撞
击会给零件带来一定的磨损，其磨损量大小是随机的，分布函数为 G(x). 假
设各次磨损量为 ξ1, ξ2, · · ·，具有分布函数 G(x)，并且相互独立. 一个基本问
题是：(0, t] 内该零件的磨损总量是多少？

这个数至关重要，它直接影响零件的使用寿命，决定什么时候需要更换零件.
根据上述假设，(0, t] 内磨损总量为

Z(t) =

N(t)∑
i=1

ξi.
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我们再来看一个例子. 如果已知 [0, t] 内有 N(t) = n 次到达，则 [0, t] 内到达的旅客
数是

∑n
j=1 Zj . 当 [0, t] 内有 N(t) 次到达，则 [0, t] 内到达的旅客数为

M(t) =

N(t)∑
j=1

Zj (1.1)

为复合泊松过程. 记 E[M(t)] 为 [0, t] 内平均到达的旅客数，Var[M(t)] 为 [0, t] 内到
达的旅客数的方差.
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已知 N(t) = n 时，M(t) 有条件数学期望

E[M(t)|N(t) = n] = E[

n∑
j=1

Zj |N(t) = n] = E[

n∑
j=1

Zj ] = nE[Zj ] = nµ.

于是得到 E[M(t)|N(t)] = N(t)µ. 再求数学期望得到

E[M(t)] = E[E[M(t)|N(t)]] = E[N(t)]µ = λtµ.
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M(t)2 有条件数学期望

E[M2(t)|N(t) = n] = E[(

n∑
j=1

Zj)
2|N(t) = n] = E[(

n∑
j=1

Zj)
2]

= Var[
n∑

j=1

Zj ] + (E[

n∑
j=1

Zj ])
2

= nσ2 + (nµ)2.

所以有
E[M2(t)|N(t)] = N(t)σ2 +N2(t)µ2.
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两边再求数学期望，利用 E[N(t)] = Var[N(t)] = λt，E[N2(t)] = λt+(λt)2，我们有

E[M2(t)] = E[N(t)]σ2 + E[N2(t)]µ2 = λtσ2 + [λt+ (λt)2]µ2.

最后得到
Var[M(t)] = E[M2(t)]− (E[M(t)])2 = λtσ2 + λtµ2.
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定理 1.2

设 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程，{Zj} 是相互独立的随机序列，有共同的
数学期望 µ = E[Zj ] 和方差 σ2 = Var[Zj ]，并且和 {N(t)} 独立，复合泊松过
程 {M(t)} 由 (1.1) 定义，则
(1) E[M(t)] = λtµ；
(2) 当 σ2 < ∞ 时，Var[M(t)] = λt(σ2 + µ2).
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例 1.3

假定在股票交易市场，股票交易次数是以 λ为速率的 Poisson过程. 记第 k 次
与第 k − 1 次易手前后股票价格的变化为 Yk. 不妨假定 Y1, Y2, · · · 是独立同
分布的随机变量且与 N(t) 独立，而 X(t) =

∑N(t)
k=1 Yk 则代表时刻 t 时股票的

总价格变化. 设 Y1 的分布为 G(y)，则

P (Y1 + Y2 ≤ y) =

∫ ∞

−∞
G(y − z)dG(z),

称为 G 与 G 自身的卷积，记为 G ∗ G(y) 或 G(2)(y). 类似地，G(n)(y) =
G∗· · ·∗G(y)，称为 G自身的 n重卷积. 有了上面的记号，我们不难求出 X(t)
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的分布：

P (X(t) ≤ x) = P (

N(t)∑
k=1

Yk ≤ x)

=

∞∑
n=0

P (

N(t)∑
k=1

Yk ≤ x|N(t) = n)P (N(t) = n)

=

∞∑
n=0

P (

n∑
k=1

Yk ≤ x)
(λt)ne−λt

n!

=

∞∑
n=0

(λt)ne−λt

n!
G(n)(x).
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例 1.4: （例 1.1 续）

假设各次磨损量和撞击次数相互独立，并且每次磨损量是参数为 β > 0 的指
数随机变量. 根据零件设计标准，如果磨损总量大于 α > 0，那么需要更换零
件；否则影响安全运行，求该零件的平均寿命.
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解.
令 η 为零件的寿命，它是随机变量. 对任意 t > 0，

η > t ⇔ Z(t) ≤ α.

所以
P (η > t) = P (Z(t) ≤ α).

由分部积分公式得

Eη =

∫ ∞

0

P (η > t)dt

=

∫ ∞

0

P (Z(t) ≤ α)dt

=

∫ ∞

0

P (

N(t)∑
i=1

ξi ≤ α)dt.

第 6 讲 复合泊松过程



复合 Poisson 过程
复合泊松过程的参数估计

条件 Poisson 过程

解.
由于 N = (N(t), t ≥ 0) 和 (ξn, n ≥ 1) 相互独立，根据全概率公式

P
(N(t)∑

i=1

ξi ≤ α
)
=

∞∑
n=0

P
( n∑
i=1

ξi ≤ α
)
P (N(t) = n).

令

Ñ(t) = max
{
n ≥ 0 :

n∑
i=1

ξi ≤ t
}
,

(Ñ(t), t ≥ 0) 是参数为 β > 0 的 Poisson 过程. 特别，

P (

n∑
i=1

ξi ≤ α) = P (Ñ(α) ≥ n) =

∞∑
k=n

αkβk

k!
e−αβ .
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解.
我们有

Eη =

∫ ∞

0

∞∑
n=0

∞∑
k=n

αkβk

k!
e−αβ λ

ntn

n!
e−λtdt

=
∞∑

n=0

∞∑
k=n

∫ ∞

0

αkβk

k!
e−αβ λ

ntn

n!
e−λtdt

=
1

λ

∞∑
n=0

∞∑
k=n

αkβk

k!
e−αβ

=
1

λ

∞∑
n=k

(k + 1)
αkβk

k!
e−αβ

=
1 + αβ

λ
.
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对于由 (1.1) 定义的复合泊松过程

M(t) =

N(t)∑
j=1

Zj , t ≥ 0

得到观测值 M(t) 后，利用 E[M(t)] = λtµ，得到 µ = E[M(t)/λt]. 如果有了 λ 的
最大似然估计 λ̂，则可以利用

µ̂ =
M(t)

λ̂t

作为 µ 的估计. 关于 µ̂ 的强相合性，只介绍下面的定理.
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定理 2.1

设 {N(t)}是强度为 λ的泊松过程，{Zj}是独立同分布的随机序列，与 {N(t)}
独立，则符合泊松过程 {M(t)} 是独立增量过程和平稳增量过程，并且当
E[|Zj |] < ∞ 时，µ̂ → µ a.s..
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定义 3.1

设 {N(t), t ≥ 0} 是一个计数过程. 设 Λ 是一个分布函数为 FΛ(λ) 的非负随机
变量. 如果对任意 λ ≥ 0，在已知 Λ = λ 的条件下 {N(t)} 是一个强度为 λ 的
泊松过程，即

P (N(t+ s)−N(s) = k|Λ = λ) = e−λt (λt)
k

k!
, k ≥ 0,

则称 {N(t)} 为条件 Poisson 过程.
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设 {N(t)} 是条件 Poisson 过程，不难计算

P (N(t+ s)−N(s) = k) =

∫ +∞

0
e−λt (λt)

k

k!
dFΛ(λ), k ≥ 0.
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我们可以用 Bayes 的观点来看条件 Poisson 过程：通常 Poisson 过程的强度很难被
准确估计，因此可以把它视为一个随机变量，先验分布设为 FΛ(λ). 我们需要利用
{N(t)} 的数据 (信息) 不断推测 (估计) Λ 的后验分布信息，如果知道的实际数据
(信息) 为 N(t+ s)−N(s) = k，则相应的后验分布函数为

P (Λ ≤ x|N(t+ s)−N(s) = k)

=
P (Λ ≤ x,N(t+ s)−N(s) = k))

P (N(t+ s)−N(s) = k)

=

∫ x
0 e−λt(λt)kdFΛ(λ)∫ +∞

0 e−λt(λt)kdFΛ(λ)
, x > 0, k ≥ 0.
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