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如果把冰箱视为一个工作系统，则称 Ui 为系统的第 i 个开状态时间，称 Vi 为
系统的第 i 个关状态时间. 由于系统只有开关两个状态，所以称为开关系统.
我们关心一个系统在一段时间内处于开状态的时间比例. 如果同时有多个系统
运行，我们还关心同一时间有多少个系统处于开状态.
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引入更新间隔 Xi = Ui + Vi(i ≥ 1). 称以 Xi 为更新间隔的更新过程 {N(t)}
为交替更新过程.
在前 n 次更新中，系统处于开状态的比例是∑n

i=1 Ui∑n
i=1(Ui + Vi)

.

在引入 X = U + V，则 {Xi} 是来自总体 X 的随机变量. 设

µU = E[U ], µV = E[V ], µX = E[X] = µU + µV .

利用强大数律我们有

lim
n→∞

∑n
i=1 Ui∑n

i=1(Ui + Vi)
= lim

n→∞

1
n

∑n
i=1 Ui

1
n

∑n
i=1(Ui + Vi)

=
µU

µU + µV
a.s..

所以，我们可以想象，当 t 充分大时，“t 时开” 的概率 P (t时开) 会收敛到
µU

µU + µV
. 下面我们来证明这个结论.
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用 G(t) 表示 U1 的生存函数，用 Fn(x) = P (Sn ≤ x) 表示 Sn 的分布函数，
则 F (x) = F1(x).

定理 1.1

如果 X1 不是格点随机变量，µU , µV 是正数，则

lim
t→∞

P (t 时开) =
µU

µU + µV
,

lim
t→∞

P (t 时关) =
µV

µU + µV
.
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对于 t > 0，利用 {N(t) = 0} = {X1 > t} 得到

P (t 时开, N(t) = 0) = P (t 时开, X1 > t)

= P (U1 > t, X1 > t)

= P (U1 > t)

= G(t).
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证明.
对于 n ≥ 1 以及 s ∈ [0, t]，在条件 Sn = s 下，Sn+1 = s+Xn+1 > t 发生时，
有 {t 时开} = {Un+1 > t− s}. 这表明：对 s ≤ t，有

P (t 时开, N(t) = n|Sn = s) = P (t 时开, Sn ≤ t, Sn+1 > t|Sn = s)

= P (Un+1 > t− s, s+Xn+1 > t|Sn = s)

= P (Un+1 > t− s,Xn+1 > t− s)

= P (Un+1 > t− s) = G(t− s).
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证明.
事件 {N(t) = n}(n = 0, 1, · · · ) 构成完备事件组. 利用全概率公式我们有：

P (t 时开) = P (t 时开, N(t) = 0) +
∞∑

n=1

P (t 时开, N(t) = n)

= G(t) +

∞∑
n=1

∫ t

0

P (t 时开, N(t) = n|Sn = s)dFn(s)

= G(t) +

∞∑
n=1

∫ t

0

G(t− s)dFn(s)

= G(t) +

∫ t

0

G(t− s)dm(s). (1.1)

注意 X1 不是格点随机变量，G(s) 是单调不增函数，积分∫ ∞

0

G(s)ds = µU < ∞.
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证明.
所以当 t → ∞ 时，由 G(t) → 0 和关键更新定理我们有

P (t 时开) → 1

µX

∫ ∞

0
G(s)ds =

µU

µU + µV
.

最后得到
P (t 时关) = 1− P (t 时开) → µV

µU + µV
.

从而得证.
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对于 b > a ≥ 0，为了研究时间段 (a, b] 中开状态的平均长度引入

U(t) =

{
1, 当 t 是开状态,
0, 当 t 是关状态,
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则

W (t) =

∫ t

0
U(s)ds

是 [0, t] 中开状态时间的长度，

W (a, b] =

∫ b

a
U(s)ds

是 (a, b] 中开状态时间的长度，E[W (a, b]] 是 (a, b] 中开状态的平均长度. 我
们知

h(t) = E[U(t)] = P (t 时开)

是 (a, b] 中的黎曼可积函数.
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定理 1.2

如果 µU , µV 是正数，X1 不是格点随机变量，则

lim
t→∞

E[W (a+ t, b+ t]] =
(b− a)µU

µU + µV
.
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证明.
因为 {N(t)} 在 (a, b] 中只有有限次更新，所以 U(t) 的每条轨迹都是 (a, b] 中
的阶梯函数，只有有限个跳跃点，从而是黎曼可积函数. 按照黎曼积分的定
义，将 (a, b] 进行 n 等分，记等分点为

a− k = a+ (b− a)k/n, k = 0, 1, 2, · · · , n.

则有 ∫ b

a
U(s)da = lim

n→∞
ξn a.s., 其中 ξn =

n∑
k=1

b− a

n
U(ak).



第 11 讲 开关系统

开关系统

多个状态的系统

习题讲解

证明.
因为 ξn 有界：|ξn| ≤ b− a，所以用有界收敛定理我们有

E[W (a, b]] = E[

∫ b

a

U(s)ds] = lim
n→∞

E[ξn]

= lim
n→∞

n∑
k=1

b− a

n
E[U(ak)] = lim

n→∞

n∑
k=1

b− a

n
h(ak)

=

∫ b

a

h(s)ds.

把 a, b 分别换成 a+ t, b+ t，得到

E[W (a+ t, b+ t]] =

∫ b+t

a+t

h(s)ds =

∫ b

a

h(t+ s)ds.

注意 h(t) 有界，且 limt→∞ = µU/(µU + µV )，所以再由有界收敛定理我们有

lim
t→∞

E[W (a+ t, b+ t]] = lim
t→∞

∫ b

a

h(t+ s)ds =
(b− a)µU

µU + µV
.
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设开关系统的平均间隔时间是 0.24 h，在开状态耗电 0.8 kW/h，在关状
态的耗电忽略不计.
(1) 运行了 10 天的系统在下一周的平均耗电量是多少？
(2) 如果这个系统的 µU = 0.03 h，µV = 0.21 h，系统在下一周中的平
均耗电量是多少 kW？
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证明.
相对于平均时间间隔 0.24h，10 天已经足够长了，按照定理 1.2，以后的一周
中，系统处于开状态的平均时间为

7× 24× µU

µu = µv
=

168µU

µU + µV
.

(1) 工作时耗电 0.8 kW/h，所以一周的平均耗电量是

0.8× 168µU

µU + µV
=

134.4µU

µU + µV
(kW).

(2) 将条件代入，我们得到一周的平均耗电量为

134.4× 0.03

0.03 + 0.21
kW = 16.8kW.
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例 1.4

一个住宅小区有 2000 台冰箱. 设每台冰箱的开关时间分别有数学期望
µU = 0.03，µV = 0.21. 在时刻 t，
(1) 计算处于开状态冰箱数 ξ 的数学期望 µ 和标准差 σ；
(2) 在置信度 0.95 下，计算处于开状态的冰箱数 ξ 的置信区间.



第 11 讲 开关系统

开关系统

多个状态的系统

习题讲解

解.
t 时任一台冰箱处于开状态的概率是

p =
0.03

0.03 + 0.21
= 0.125.

对 m = 2000 和 i = 1, 2, · · · ,m，引入

ξ1 =

{
1, 当 t 时第 i 台在工作,
0, 否则,

则 ξ1, ξ2, · · · , ξm 相互独立，有共同的数学期望 p 和方差 p(1− p).
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(1) t 时处于开状态的冰箱数是 ξ = ξ1 + ξ2 + · · ·+ ξm，要计算的数学期望是

µ = Eξ = mp = 2000× 0.125 = 250(台),

标准差是
σ =

√
Var(ξ) =

√
mp(1− p) = 14.79(台).
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解.
(2) 由中心极限定理我们知近似地有

ξ − µ

σ
∼ N(0, 1).

于是由
P (|ξ − µ| ≤ 1.96σ) = P ( ≤ 1.96) ≈ 0.95

得到 ξ 的置信度为 0.95 的置信区间

[µ− 1.96σ, µ+ 1.96σ] ≈ [221, 279].

也就是说，以 0.95 的概率保证，t 时处于开状态的冰箱数在 221 和 279
台之间.
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多个状态的系统

设一个系统有 r 个工作状态. 系统在一开始处于状态 1，在状态 1 工作 U11

时间后进入状态 2，在状态 2 工作 U12 时间后进入状态 3，· · · · · ·，在状态
r − 1 工作 U1,r−1 时间后进入状态 r，在状态 r 工作 U1r 时间后完成一次循
环，重新进入状态 1；在状态 1 工作 U21 时间后进入状态 2，在状态 2 工作
U22 时间后进入状态 3，· · · · · ·，在状态 r − 1 工作 U2,r−1 时间后进入状态 r，
在状态 r 工作 U2r 时间后完成一次循环，重新进入状态 1；· · · · · · .
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X = (U1, U2, · · · , Ur).

认为
Ui = (Ui1, Ui2, · · · , Uir), i = 1, 2, · · ·

是来自总体 X 的随机向量. 对于给定的 j = 1, 2, · · · , r，{Uij |i = 1, 2, · · · } 是
来自总体 Uj 的随机变量.
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引入更新间隔
Xi = Ui1 + Ui2 + · · ·+ Uir, i = 1, 2, · · · ,

以及以 {Xi} 为更新间隔的更新过程 {N(t)}，称 {N(t)} 为有 r 个状态的更
新过程. 这时 {Xi} 是来自总体 X = U1 + U2 + · · ·+ Ur 的随机变量.
用 µi = E[Ui] 表示一个循环中系统处于第 i 个状态的平均时间长度. 我们有
以下的结论.

定理 2.1

如果 X 不是格点随机变量，数学期望 µ = E[X] ∈ (0,∞)，则

lim
t→∞

P (t 时处于状态 j) =
µj

µ1 + · · ·+ µr
.
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证明.
当 j = 1 时，把状态 1 称为开状态，把其余的状态统称为关状态. 这相当于在
开关系统中

Ui = Ui1, Vi = Ui2 + · · ·+ Uir, i = 1, 2, · · · .

利用定理 1.1 我们有结论成立.
当 j = r 时，把状态 1, 2, · · · , r − 1 都称为开状态，把状态 r 称为关状态. 这
相当于在开关系统中

Ui = Ui1 + · · ·+ Ui,r−1, Vi = Uir, i = 1, 2, · · · .

利用定理 1.1 我们有结论成立.
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当 1 < j < r 时，对 i = 1, 2, · · ·，引入

Ui = Ui1 + · · ·+ Ui,j−1, Wi = Uij , Vi = Ui,j+1 + · · ·+ Uir,

则 Xi = Ui +Wi + Vi. 将 {N(t)} 视为有 U,W, V 三种状态的工作状态，则有

P (t时处于状态 U) + P (t时处于状态 W ) + P (t时处于状态 V ) = 1.
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证明.
由上面刚得到的结论我们有

lim
t→∞

P (t时处于状态 j) = lim
t→∞

P (t时处于状态 W )

=1− lim
t→∞

P (t时处于状态 U)− lim
t→∞

P (t时处于状态 V )

=1− µ1 + · · ·+ µj−1

µ1 + µ2 + · · ·+ µr
− µj+1 + · · ·+ µr

µ1 + µ2 + · · ·+ µr

= =
µj

µ1 + µ2 + · · ·+ µr
.
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例 3.1

从 t = 0 开始，汽车按强度 λ 的泊松流驶入京沪高速路，车速是独立同
分布的随机变量，有共同的分布函数 G(t). 在时刻 t，用 X 表示从北京
驶往上海且位于公路段 [a, b] 的汽车数，计算 X 的概率分布.
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证明.
用 N(t) 表示 [0, t] 内进入高速路的车数. 已知 N(t) = n 时，这 n 辆车每一辆
的进入时间 S 在 [0, t] 中均匀分布. 每一辆车在 t 时位于 [a, b] 的概率为

p = P (a ≤ (t− s)V ≤ b) =
1

t

∫ t

0
P (P (a ≤ (t− s)V ≤ b)ds

=
1

t

∫ t

0
[G(b/(t− s))−G(a/(t− s))]ds.

用 Yj = 1, 0 分别表示第 j 辆车位于或没位于 [a, b]，{Yj} 与 {N(t)} 独立. t

时位于 [a, b] 的车数 M =
∑N(t)

j=1 Yj ∼ P(λtp).
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