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在上一讲中已经证明了结论

lim
t→∞

N(t)

t
=

1

µ
a.s..

由于 m(t) = E[N(t)]，所以自然想到有

lim
t→∞

m(t)

t
= lim

t→∞

E[N(t)]

t
=

1

µ
.

本讲我们的主要目标就是在数学上严格证明上式.
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定义 1.1

设 {Yn} 是随机序列，T 是取正整数值的随机变量，如果对任何正整数 n，随
机事件 {T ≤ n} 由 (Y1, Y2, · · · , Yn) 唯一决定，则称 T 是 {Yn} 的停时.
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由于
{T = n} = {T ≤ n} − {T ≤ n− 1},

{T > n} = Ω− {T ≤ n}.

所以，只要 T 是 {Yn} 的停时，则 {T = n} 和 {T > n} 都可以由 (Y1, · · · , Yn) 唯一
决定.
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例 1.2

假设 X1, X2, · · · 是独立同分布的随机变量序列，满足

P (Xi = 1) = p = 1− P (Xi = 0)�

其中 p > 0. 若我们定义

N = inf{X1 + · · ·+Xn = r},

其中我们记 inf ∅ = +∞，则 N 是 {Xn} 的停时.
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定理 1.3

当随机变量 X 只取非负整数值时，有

E[X] =

∞∑
k=1

P (X ≥ k) =

∞∑
k=0

P (X > k).
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定理 1.4: 瓦尔德定理

设随机变量 Y1, Y2, · · · 有相同的数学期望 µ，max1≤j≤∞E[|Yj |] ≤ M，T 是取
非负整数值的随机变量，E[T ] < ∞，定义

ST =

T∑
j=1

Yj .

(1) 如果对于任何 j，{T ≤ j} 和 Yj+1 独立，则 E[ST ] = µE[T ]；
(2) 如果 {Yn} 相互独立，T 是 {Yn} 的停时，则 E[ST ] = µE[T ].
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证明.
(1) 先设 {Yj} 是非负的随机序列. 用 I[T ≥ j] 表示事件 {T ≥ j} 的示性函数，则

I[T ≥ j] = 1− I[T ≤ j − 1] 与 Yj 独立，且

ST =

T∑
j=1

Yj =

T∑
j=1

YjI[T ≥ j] =

∞∑
j=1

YjI[T ≥ j].

在上式两边求数学期望，利用单调收敛定理和定理 1.3，以及 I[T ≥ j] 与 Yj 的
独立性，我们有

E[ST ] =

∞∑
j=1

E[Yj ]E[I[T ≥ j]] ≤
∞∑
j=1

MP (T ≥ j) = ME[T ] < ∞.
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证明.
对于一般的 {Yj}，引入非负随机变量

Y +
j = (|Yj |+ Yj)/2, Y

−
j = (|Yj | − Yj)/2,

则 Yj = Y +
j − Y −

j ，我们有

ST =

∞∑
j=1

Y +
j I[T ≥ j] =

∞∑
j=1

Y −
j I[T ≥ j].

因为 I[T ≥ j] 与 Y +
j , Y −

j 分别独立，E[Y +
j ] + E[Y −

j ] = E[|Yj |] ≤ M，所以上面两
个求和项的数学期望都有限.
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证明.
于是

E[ST ] =

∞∑
j=1

E[Y +
j ]P (T ≥ j)−

∞∑
j=1

E[Y −
j ]P (T ≥ j)

=

∞∑
j=1

E[Y +
j − Y −

j ]P (T ≥ j)

=

∞∑
j=1

µP (T ≥ j)

= µE[T ].

(2) 由停时的定义和 (1) 直接可得.
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例 1.5

一副 52 张的扑克牌进行了洗牌，而后每次将一张牌翻开正面朝上. 对于 i =
1, 2, · · · , 52，定义 Xi 为 1，如果第 i 张翻开的牌是 A，否则定义为 0. 同时记
N 为直到四个 A 全出现时所翻开的牌数. 问方程

E[

N∑
i=1

Xi] = E[N ]E[Xi]

是否成立？如果不成立的话，为什么我们不能应用瓦尔德定理？
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命题 2.1

用 SN(t)+1 表示 t 以后的第一个更新时刻.
(1) 对于任何 t，T = N(t) + 1 是 X1, X2, · · · 的停时；
(2) 当 µ = E[X1] < ∞ 时，有 E[SN(t)+1] = µ(m(t) + 1)；
(3) 如果 Xj 有界，|Xj | ≤ M，则 m(t)/t → 1/µ.
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证明.
(1) 对于任何 n ≥ 1，事件

{T ≤ n} = {N(t) < n} = {Sn > t}
由 Sn =

∑n
j=1 Xj 唯一决定，所以 T 是 X1, X2, · · · 的停时.

(2) 因为 E[T ] = m(t) + 1 < ∞，E[Xj ] = µ，SN(t)+1 = ST，应用瓦尔德定理我们有

E[SN(t)+1] = µE[T ] = µ(m(t) + 1).

(3) 用 SN(t) 表示更新过程在 t 以前的最后一次更新时刻，则有 SN(t) ≤ t < SN(t)+1. 因为
|Xj | ≤ M，所以有 SN(t)+1 −M ≤ SN(t)，于是

SN(t)+1 −M ≤ t < SN(t)+1.

求数学期望后得到
µ(m(t) + 1)−M ≤ t ≤ µ(m(t) + 1).

两边同时除以 m(t)，让 m(t) → ∞ 我们有 t/m(t) → µ. 于是我们有结论成立.
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定理 2.2: 基本更新定理

如果平均更新间隔 µ = E[X1] < ∞，则更新函数 m(t) 满足

lim
t→∞

m(t)

t
=

1

µ
.
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证明.
由 t < SN(t)+1 我们得到 t ≤ µ(m(t) + 1)，从而有

lim inf
t→∞

m(t)

t
≥ 1

µ
.

只需再证明 lim supt→∞
m(t)
t ≤ 1

µ . 对于正整数 M 和 j = 1, 2, · · ·，引入随机变量

X̃j =

{
Xj , 当 Xj ≤ M,
M, 当 Xj > M.
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证明.
记其数学期望 µM = E[X̃j ]. 用 Ñ(t) 和 {S̃j} 分别表示以 {X̃j} 为更新间隔的更新
过程和更新流，用 m̃(t) = E[Ñ(t)] 表示更新函数. 由于 X̃j ≤ Xj，所以

N(t) = #{j|Sj ≤ t} ≤ #{j|S̃j ≤ t} = Ñ(t),

从而得到 m(t) ≤ m̃(t). 利用命题 2.1 我们有

lim sup
t→∞

m(t)

t
≤ lim sup

t→∞

m̃(t)

t
=

1

µM
.

令 M → ∞，由命题 2.1 我们有 µM → µ，从而得证.
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注记 2.3

当 µ = ∞ 时，同样的讨论可知此时基本更新定理依然成立. (此时 µM → ∞.)

基本更新定理表明更新函数 m(t) 和 t/µ 是同阶无穷大，

m(t)

t/µ
→ 1, 当 t → ∞ 时.
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在基本更新定理中，如果更新函数严格单调上升，有连续的导函数 m′(t)，利用洛必
达法则得到

lim
t→∞

m′(t) = lim
t→∞

m(t)

t
=

1

µ
.

于是对任何非负常数 a < b，利用中值定理知道有 ct 使得

lim
t→∞

[m(b+ t)−m(a+ t)] = lim
t→∞

m′(a+ t+ ct)(b− a)

=
b− a

µ
.
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在一般的情况下，m(t) 是 [0, t] 中的平均更新次数. 因为 µ 是平均更新间隔，所以
对充分大的 t，t/µ 也近似等于 [0, t] 中的平均更新次数，也就是说对充分大的 t 有

m(t) ≈ t

µ
.

从而得到
m(b+ t)−m(a+ t) ≈ b+ t

µ
− a+ t

µ
=

b− a

µ
.

令 t → ∞，形式上也得到

lim
t→∞

[m(b+ t)−m(a+ t)] =
b− a

µ
.
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定义 3.1

如果随机变量 X 只在正常数 d 的倍数上取值：

∞∑
n=0

P (X = nd) = 1,

则称 X 是格点随机变量. 如果 d 是使得上式成立的最大正数，则称 d 是 X
的周期.
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如果 X 是有周期 d 的非负格点随机变量，更新间隔 {Xj} 来自总体 X，则所有的
Xj 都是格点随机变量，从而到达时刻 Sn 也都是格点随机变量. 这时更新只可能在
t = nd 处发生. 当 n 充分大时，可以理解有

m(nd) ≈ nd

µ
,

于是得到
m(nd)−m(nd− d) ≈ nd

µ
− nd− d

µ
=

d

µ
.

令 n → ∞，形式上得到

m(nd)−m(nd− d) → d/µ.

注意，m(nd)−m(nd− d) = E[N(nd− d, nd]] 是 (nd− d, nd] 中的平均更新次数，
从而是 t = nd 处的平均更新次数.
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定理 3.2: 布莱克威尔定理

设 µ = E[X1] 是更新过程的平均更新间隔.
(1) 如果 X1 不是格点随机变量，则对 b > a ≥ 0，当 t → ∞ 时，

m(b+ t)−m(a+ t) → b− a

µ
;

(2) 如果格点随机变量 X1 有周期 d，则当 t → ∞ 时，

m(nd)−m(nd− d) → d

µ
.
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注记 3.3

我们可以如下利用布莱克威尔定理证明基本更新定理. 如果 X 是非负非格点随机变
量，取 bn = m(n+ 1)−m(n). 由布莱克威尔定理，当 n → ∞ 时 bn → 1/µ，于是我
们知

lim
n→∞

1

n
m(n) = lim

n→∞

1

n

n−1∑
k=0

bk =
1

µ
.

对于任意 t > 0，设 [t] 为 t 的整数部分，由 m(t) 的单调性我们知

[t]

t

m([t])

[t]
≤ m(t)

t
≤ [t] + 1

t

M([t] + 1)

[t] + 1
.

令 t → ∞ 我们知当 t → ∞ 时，m(t)/t → 1/µ. 如果 X 是有周期 d 的非负格点随机
变量，取 bn = M((n+ 1)d)−M(nd)，和上类似讨论可得.
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设 h(t) 是 [a, b) 上的函数，如果
∫ b
a |h(t)|dt < ∞，则称 h(t) 在 [a, b) 上可积，或称

h(t) 是 [a, b) 上的可积函数.

命题 4.1

对于 [0,∞) 上的可积函数 h(s)，当 M → ∞ 时，有∫ ∞

M
|h(s)|ds → 0.
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设 h(t) 是 [0,∞) 上的非负函数. 对于 a > 0，用 mn(a) 和 mn(a) 分别表示 h(t) 在
[(n− 1)a, na] 中的上确界和下确界. 如果对 a > 0，

∑∞
n=1mn(a) < ∞，且

lim
a→0

∞∑
n=1

amn(a) = lim
a→0

∞∑
n=1

amn(a) < ∞.

则称 h(t) 直接黎曼可积.
直接黎曼可积函数是 [0,∞) 上的可积函数. 但是 [0,∞) 上的可积函数不一定直接黎
曼可积.
如果能将 [0,∞) 分成有限段的并，使得 h(t) 在各段上有界且单调可积，则 h(t) 直
接黎曼可积. 如果 z 在 [0,∞) 上可积且存在一个直接黎曼可积函数 g 使得 z ≤ g，
则 z 是直接黎曼可积的.
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定理 4.2: 关键更新定理

设 µ = E[X1] < ∞是平均更新间隔. 如果 X1 不是格点随机变量，则对 [0,∞)
上的任何直接黎曼可积函数 h(s)，有

lim
t→∞

∫ t

0
h(t− x)dm(x) =

1

µ

∫ ∞

0
h(s)ds.
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证明.
只对更新密度 m′(t) 连续有界的情形给出证明. 设 suptm

′(t) + 1/µ ≤ M0，由基本
更新定理和洛必达法则知道 m′(t) → µ−1. 对于充分大的 t，有 M > 0 使得

sup
0≤s≤M

|m′(t− s)− µ−1| < ϵ,
1

µ

∫ ∞

t
h(s)ds = o(1), t → ∞.
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证明.
于是当 t → ∞ 时，有

|
∫ t

0

h(t− x)dm(x)− 1

µ

∫ ∞

0

h(s)ds|

=|
∫ t

0

h(s)m′(t− s)ds− 1

µ

∫ t

0

h(s)ds+ o(1)|

≤
∫ t

0

h(s)|m′(t− s)− µ−1|ds+ o(1)

≤
∫ M

0

h(s)|m′(t− s)− µ−1|ds+
∫ t

M

h(s)|m′(t− s)− µ−1|ds+ o(1)

≤ϵ

∫ ∞

0

h(s)ds+M0

∫ ∞

M

h(s)ds+ o(1).

在上式左端令 t → ∞，然后在右端令 M → ∞，最后令 ϵ → 0，我们知上式左端趋于 0.
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注记 4.3

如果 X1 是周期 d 的格点随机变量，那么可以证明

lim
t→∞

∫ t

0
h(t− x)dm(x) =

d

µ

∞∑
k=0

h(t+ kd).
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推论 4.4

设 µ = E[X1] < ∞，X1 不是格点随机变量，则对 [0,∞) 上单调不增的非负
函数 h(t)，有

lim
t→∞

∫ t

0
h(t− x)dm(x) =

1

µ

∫ ∞

0
h(s)ds.
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证明.
因为 h(s) 是单调不减的非负函数，所以它在 [0,∞) 中可积时，必然直接黎曼可积，
这时结论成立. 下面对 [0,∞) 上的积分等于无穷的 h(s)，验证

lim
t→∞

∫ t

0
h(t− x)dm(x) = ∞.

对 n ≥ 1，定义

hn(s) =

{
h(s), 当 s ≤ n,
0, 当 s > n,
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证明.
则有 hn(s) ≤ h(s). hn 在 [0,∞) 上单调不增非负可积，于是得到

lim
t→∞

∫ t

0
h(t− x)dm(x) ≥ lim

t→∞

∫ t

0
hn(t− x)dm(x)

=
1

µ

∫ ∞

0
hn(s)ds

=
1

µ

∫ n

0
h(s)ds.

令 n → ∞ 即得.
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