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定义 1.1

设 I 是马氏链 {Xn} 的状态空间. i, j ∈ I 是其中的两个状态.
(1) 如果 pii = 1，则称 i 是吸引状态；

(2) 如果存在 n ≥ 1 使得 p
(n)
ij > 0，则称 i 通 j，记做 i → j；

(3) 如果 i → j 且 j → i，则称 i, j 互通，记做 i ↔ j.

i → j 表示质点从 i 出发以正概率到达 j. i，j 互通表明质点从 i 到 j 后，以
正概率回到 i，反之亦然.
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例 1.2

对于两端是吸收壁的简单随机游动，状态 0 和 n 都是吸引状态.
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命题 1.3

设 I 是马氏链 {xn} 的状态空间. i, j ∈ I 是其中的两个状态. 则 i → j
当且仅当

Pi(存在 n ≥ 0 使得 Xn = j) > 0.
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证明.
注意到

p
(n)
ij ≤ Pi(存在 n ≥ 0 使得 Xn = j) ≤

∞∑
n=0

p
(n)
ij ,

可知上面两个条件等价.
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命题 1.4

如果 i ↔ j，那么 j ↔ i.
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命题 1.5

如果 i → j 且 j → k，则 i → k.
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证明.
如果 i → j 且 j → k，则存在 n,m 使得 p

(n)
ij p

(m)
jk > 0，我们有

p
(n+m)
ik ≥ p

(n)
ij p

(m)
jk > 0,

于是 i → k.
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对于马氏链 {Xn}，引入条件概率

f
(1)
ij = P (X1 = j|X0 = i),

f
(n)
ij = P (Xn = j,Xk ̸= j; 1 ≤ k ≤ n− 1|X0 = i), n ≥ 1.

f
(n)
ij 是质点从 i 出发的条件下，第 n 步首次到达 j 的概率，称为从 i 出发后
第 n 步首达 j 的概率，简称为首达概率.
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由于对不同的 n，事件

A1 = {X1 = j}, An = {Xn = j,Xk ̸= j, 1 ≤ k ≤ n− 1} (2.1)

互不相容，
∪∞

n=1An 发生表示质点到达过状态 j，所以

f∗
ij := P (

∞∪
n=1

An|X0 = i) =

∞∑
n=1

P (An|X0 = i) =

∞∑
n=1

f
(n)
ij ≤ 1.

f∗
ij 是质点从 i 出发的条件下到达过 j 的概率，简称从 i 出发后到达 j 的概率.
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定义 2.1

如果 f∗
ii = 1，则称 i 是常返状态. 如果 f∗

ii < 1，则称 i 是非常返态.

按照定义，吸引状态满足 f∗
ii = f

(1)
ii = 1，因而是常返状态. 当 i 是常返状态

时，质点从 i 出发后，在实际中必然回到 i，再从 i 出发，再回到 i，因而回
到 i 无穷次. i 是非常返态表明质点从 i 出发后，以正概率不能回到 i，因而
只能回到 i 有限次，然后永远离开状态 i.
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定理 2.2

p
(n)
ij =

∑n
k=1 f

(k)
ij p

(n−k)
jj .
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证明.
设 An 由 (2.1) 定义，则 A1, A2, · · · , An 互不相容.

∪n
k=1Ak 表示前 n 次转移

中到达过 j，所以 {Xn = j} ⊂
∪n

k=1Ak. 于是应用全概率公式，我们有：

p
(n)
ij = P (Xn = j|X0 = i)

=

n∑
k=1

P (Ak|X0 = i)P (Xn = j|Ak, X0 = i)

=

n∑
k=1

f
(k)
ij p

(n−k)
jj .
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定理 2.3

对于马氏链 {Xn} 以及 {p(n)ii }，f
(n)
ii ，有以下结果：

(1)
∑∞

n=0 p
(n)
ii = 1

(1−f∗
ii)
；

(2) i 是常返状态的充分必要条件是
∑∞

i=0 p
(n)
ii = ∞；

(3) 如果 i 是常返状态，i → j，则 i ↔ j，并且 j 也是常返的.
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引理 2.4

(1) 如果
∑∞

k=0 ak 收敛，则

lim
s→1−

∞∑
k=0

aks
k =

∞∑
k=0

ak = a.

(2) 如果 ak ≥ 0 且 lims→1−
∑∞

k=0 aks
k = a ≤ ∞，则

∞∑
k=0

ak = lim
n→∞

N∑
k=0

ak = a.
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证明.
在定理 2.2 中取 j = i，两边再同时乘以 ρn，对 n ≥ 1 我们有

ρ
(n)
ii ρn =

n∑
k=1

f
(k)
ii ρkp

(n−k)
ii ρn−k, ρ ∈ (0, 1).

上式两边对 n 求和得到

G(ρ) =
∞∑

n=0

p
(n)
ii ρn = 1 +

∞∑
n=1

p
(n)
ii ρn

= 1 +
∞∑

n=1

n∑
k=1

f
(k)
ii ρkp

(n−k)
ii ρn−k

= 1 +
∞∑

k=1

∞∑
n=k

f
(k)
ii ρkp

(n−k)
ii ρn−k

= 1 + (

∞∑
k=1

f
(k)
ii ρk)(

∞∑
n=0

p
(n)
ii ρn)

= 1 + F (ρ)G(ρ),
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证明.
其中 F (ρ) =

∑∞
k=1 f

(k)
ii ρk. 于是得到

G(ρ) = 1/[1− F (ρ)].

令 ρ → 1− 就得到结论 (1).
结论 (2) 是结论 (1) 的直接推论.
下面证明结论 (3). 首先我们证明 i ↔ j. 因为 i → j，可见自 i 出发，最终要
到达 j，而且中间不经过 i 的概率应大于 0；因此，必存在 N(> 0)，使自 i 出
发，于第 N 步初次到达 j，而且中间不经过 i 的概率 f

(N)
i,ij > 0. 下面我们证

明 f∗
ji = 1，于是 j → i. 若 f∗

ji < 1，则自 i 出发，不回到 i 的概率至少为
f
(N)
i,ij (1− f∗

ji) > 0，此与 i 为常返的假设矛盾.



第 18 讲 状态空间
的分类

状态的互通性

常返与非常返态

正常返与零常返状
态

周期及其性质

遍历状态

状态空间的分解

证明.
再证明 j 是常返的. 设 n,m 使得 p

(m)
ji p

(n)
ij > 0. 对于任意 k ≥ 1，我们有

p
(m+k+n)
jj ≥ p

(m)
ji p

(k)
ii p

(n)
ij .

两边对 k 求和我们有

∞∑
k=1

p
(m+k+n)
jj ≥ p

(m)
ji p

(n)
ij

∞∑
k=1

p
(k)
ii = ∞,

由 (2) 知道 j 是常返的.
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记

Ti =

{
min{n|Xn = i;n ≥ 1}, 当

∪∞
i=1{Xn = i} 发生,

∞, 否则.

对于马氏链 {Xn}，Ti 是质点首次到达状态 i 时的转移次数. Ti = n 表示质点
第 n(≥ 1) 次转移首次到达状态 i.
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引入条件概率 Pi(·) = P (·|X0 = i)，则

f
(n)
ii = Pi(Ti = n) = P (Ti = n|X0 = i)

是把质点从 i 出发的条件下，第 n 步首次回到 i 的概率. 当 f∗
ii = 1 时，则

Pi(Ti < ∞) =
∑∞

n=1 f
(n)
ii = 1. 在条件 X0 = i 时，Ti 的数学期望

µi = E[Ti|X0 = i] =

∞∑
n=1

nPi(Ti = n) =

∞∑
n=1

nf
(n)
ii . (3.1)

µi 是质点返回状态 i 所需要的平均转移次数，称 µi 为状态 i 的平均回转时间
或期望回转时间. 平均回转时间 µi 越小，表明质点返回 i 越频繁. 当 µi = ∞，
说明质点平均转移无穷次才能回到 i.
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定义 3.1

设 i 是常返状态. 如果 i 的回转时间 µi < ∞，则称 i 是正常返状态. 如
果 i 的回转时间 µi = ∞，则称 i 是零常返状态.
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定理 3.2

设 i 是常返状态，则
(1) i 是零常返状态的充分必要条件是 limn→∞ p

(n)
ii = 0；

(2) 当 i 是零常返的，i → j 时，j 也是零常返的；
(3) 当 i 是正常返的，i → j 时，j 也是正常返的.
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证明.
下面证明 (2). 由定理 2.3 (3) 我们知 i ↔ j. 设正整数 m,n 使得 p

(n)
ij p

(m)
ji > 0，

于是
p
(n+k+m)
ii ≥ p

(n)
ij p

(k)
jj p

(m)
ji .

由 p
(n)
ii → 0，我们有

lim
k→∞

p
(k)
jj ≤ 1

p
(n)
ij p

(m)
ji

lim
k→∞

p
(n+k+m)
ii = 0.

这说明 j 是零常返的. 由 (2) 可得到 (3).



第 18 讲 状态空间
的分类

状态的互通性

常返与非常返态

正常返与零常返状
态

周期及其性质

遍历状态

状态空间的分解

命题 3.3

如果 j 不是正常返的，则对任意状态 i，有

p
(n)
ij → 0, 当 n → ∞ 时.
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证明.
对非常返的 j，由定理 2.3 (2) 我们有

∑∞
i=0 p

(n)
ii < ∞，从而 p

(n)
jj → 0. 对零常返的 j，

利用定理 3.2 我们有 p
(n)
jj → 0. 对任意状态 i，我们有

p
(n)
(ij) =

m∑
k=1

f
(k)
ij p

(n−k)
jj +

n∑
k=m+1

f
(k)
ij p

(n−k)
jj

≤
m∑

k=1

p
(n−k)
jj +

n∑
k=m+1

f
(k)
ij

令 n → ∞，右方的第一项
∑m

k=1 p
(n−k)
jj → 0，于是得到

lim
n→∞

p
(n)
ij ≤

∞∑
k=m+1

f
(k)
ij .

因为
∑∞

k=1 f
(k)
ij ≤ 1，所以再令 m → ∞ 我们就得到结论.

上面命题说明，只要 j 不是正常返的，从任何 i 出发，较长的时间后，质点位于 j 的
概率非常小.
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对于一般的马氏链 {Xn}，定义状态 i 的周期如下：

(1) 如果
∑∞

n=1 p
(n)
ii = 0，则质点从 i 出发不可能再回到 i，这时称 i 的周期

是 ∞.
(2) 设 d 为正整数，质点从 i 出发，如果只可能在 d 的整数倍上回到 i，而且

d 是具有此性质的最大正数，则称 i 的周期是 d；
(3) 如果 i 的周期为 1，则称 i 是非周期的.
其中的 (2) 说明，称状态 i 的周期是 d，如果 p

(n)
ii > 0，则必有 n = md，并且

d 是满足此性质最大的整数. 但当 i 的周期 d < ∞ 时，p
(nd)
ii > 0 也不必对所

有的 n 成立，但至少对某个 n 成立.
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例 4.1

在直线上，如果质点每次向前、向后移动 1 步的概率都是 1/3，向后移
动 2 步的概率也是 1/3，则每个状态都是非周期的.
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证明.
易见

p
(2)
ii ≥ pi,i+1pi+1,i > 0,

p
(3)
ii ≥ pi,i2pi−2,i−1pi−1,i > 0,

于是从 2 = nd, 3 = md 得到 d = 1. i 的周期是 d = 1，i 是非周期的.
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例 4.2

在直线上，如果质点每次向前移动 1 步的概率都是 p，向后移动 5 步的
概率都是 q = 1− p，pq > 0，则每个状态的周期都是 6.
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证明.
质点从 i 出发，经过 n 次转移回到 i 时，我们说明 n = 6m. 设质点向前一共
移动了 k 次，向后一共移动了 m 次，根据题意得到 k = 5m. 于是质点移动
的次数 n = k +m = 5m+m = 6m. 又由于 p

(6)
ii > p5q > 0，所以状态 i 的周

期是 d = 6.
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以后总用 di 表示 i 的周期. 下面的定理给出了周期 di 的数字描述.

定理 4.3

若状态 i 的周期 di < ∞，则
(1) di 是数集 Bi = {n|p(n)ii > 0, n ≥ 1} 的最大公约数；
(2) 如果 i ↔ j，则 di = dj；

(3) 存在正数 Ni 使得当 n ≥ Ni 时，p
(ndi)
ii > 0.
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证明.
(1) 由定义直接可得.
(2) 设正整数 m,n 使得 p

(m)
ji p

(n)
ij > 0. 对于任意 k ∈ Bi = {k|p(k)ii > 0, k ≥ 1}，

我们有
p
(m+n)
jj ≥ p

(m)
ji p

(n)
ij > 0,

p
(m+k+n)
jj ≥ p

(m)
ji p

(k)
ii p

(n)
ij > 0.

于是 dj 整除 m+ n 和 m+ k + n，于是 k|(m+ k + n)− (m+ n)，于是
整除 Bi 中的所有元，从而得到 dj 整除 di. 对称地我们可以得到 di 整除
dj，所以 di = dj .
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证明.
(3) 设 (1) 中的 Bi = {n1, n2, · · · }，lm 是子集 {n1, n2, · · · , nm} 的最大公约
数，则 di 是 lm 的约数，且 lm 单调不增收敛到 di. 因为 lm 是整数，所
以有 k 使得 di = lk 是 {n1, n2, · · · , nk} 的最大公约数. 根据数论的基本
知识知道存在 Ni，使得只要 n ≥ Ni，就有

ndi = n1m1 + · · ·+ nkmk, mi是非负整数.

于是我们有

p
(ndi)
ii ≥ p

(n1m1)
ii p

(n2m2)
ii · · · p(nkmk)

ii

≥ [p
(n1)
ii ]m1 [p

(n2)
ii ]m2 · · · [p(nk)

ii ]mk > 0.



第 18 讲 状态空间
的分类

状态的互通性

常返与非常返态

正常返与零常返状
态

周期及其性质

遍历状态

状态空间的分解

定义 5.1

如果状态 i 是正常返和非周期的，则称 i 是遍历状态.
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定理 5.2

设常返状态 i 有周期 di 和平均回转时间

µi = E[Ti|X0 = i],

则
lim
n→∞

p
(ndi)
ii =

di
µi

.

上面定理表明，质点从常返状态 i 出发后，对于充分大的 n，质点在第 ndi 步
回到 i 的概率与 di 成正比，与回转时间 µi 成反比.
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根据本讲中的讨论，对于常返状态 i，如果 i → j，i 的性质就会传递给 j：这
时有 j ↔ i；dj = di；µj < ∞ 的充分必要条件是 µi < ∞；当 n → ∞ 时，p(n)jj

的充分必要条件是 p
(n)
ii → 0. 这些结果说明 i ↔ j 时，j 是正常返状态的充分

必要条件为 i 是正常返状态；j 是遍历状态的充分必要条件为 i 为遍历状态.
如果 i 是非常返状态，从 i → j 我们还不能得到关于 j 的更多信息. 这时 j
可以是常返的 (参考两边是吸收壁的简单随机游动中的 0 或 n)，也可以是非
常返的 (参考两边是吸收壁的简单随机游动中的 i, j ∈ {1, 2, · · · , n− 1}).
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命题 5.3

对于常返状态 j，有
(1) µj ≥ 1；
(2) 当 i → j 时，质点从 i 出发以概率 1 到达 j：

∞∑
k=1

f
(k)
ij = P (Tj < ∞|X0 = i) = 1;

(3) 当 j 是遍历状态，i ↔ j 时，有

p
(n)
ij → πj := 1/µj .
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证明.
(1) 由 (3.1) 我们知

µj =
∞∑
n=1

nf
(n)
jj ≥

∞∑
n=1

f
(n)
jj = 1.

(2) 实际上在定理 2.3 (3) 的证明过程中我们已经证明了这一点.
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证明.
(3) 遍历状态的周期是 1，所以用定理 5.2 我们有

πj =
1

µj
= lim

n→∞
p
(n)
jj ∈ (0, 1].

对于 1 ≤ m ≤ n，我们有

p
(n)
ij =

m∑
k=1

f
(k)
ij p

(n−k)
jj +

n∑
k=m+1

f
(k)
ij p

(n−k)
jj .

令 n → ∞ 时，右边第一项收敛到
∑m

k=1 f
(k)
ij πj，第二项极限不超过

bm =
∑∞

k=m+1 f
(k)
ij ，于是得到

lim
n→∞

p
(n)
ij =

m∑
k=1

f
(k)
ij πj +O(bm).

再令 m → ∞，注意到 bm → 0 并利用 (2) 我们知结论成立.
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定义 6.1

设 I 是马氏链 {Xn} 的状态空间，i ∈ I. 把和 i 互通的状态放在一起，
得到集合

C = {j|j ↔ i, j ∈ I}.

(1) 称 C 是一个等价类；
(2) 如果 I 是一个等价类 (所有状态互通)，则称马氏链 {Xn} 或状态
空间 I 不可约；

(3) 设 B 是 I 的子集，如果质点不能从 B 中的状态到达 Bc = I −B
中的状态，则称 B 是闭集.

我们知道如果等价类 C 中有一个常返状态，则 C 中的一切状态都是常返的，
这时称 C 是常返等价类.
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定理 6.2

设 C 是一个等价类，则有以下结果：
(1) 不同的等价类互不相交.
(2) C 中的状态有相同的类型：或都是正常返的，或都是零常返的，或
都是非常返的. 在任何情况下，C 中的状态有相同的周期.

(3) 常返等价类是闭集：质点不能走出常返等价类.
(4) 零常返等价类含有无穷个状态.
(5) 非常返等价类如果是闭集，则含有无穷个状态.
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证明.
设 C 和 C1 都是等价类，如果有 i ∈ C ∩ C1，由互通的传递性我们知 i 和 C ∪ Ci 中
的所有状态互通，于是必有 C = C1. 所以 (1) 成立.
由定理 4.3 和定理 3.2 我们可得 (2).
如果 i ∈ C，i → j，由定理 2.3 我们有 i ↔ j，从而 j ∈ C. 于是 (3) 成立.
(4) 和 (5) 的证明：因为 C 是闭集，所以有∑

j∈C

p
(n)
ij = 1.

由命题 3.3，如果 C 是零常返或非常返等价类，当 n → ∞ 时，总有 p
(n)
ij → 0. 如果

C 中只有有限个状态，在上式中令 n → ∞，我们得 0 = 1. 这说明 C 不能是有限集
合.
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于是我们知，当 C 中有正常返状态，则 C 中的所有状态都是正常返的，于是
称 C 是正常返等价类；当 C 中有零常返状态，则 C 中的所有状态都是零常
返的，于是称 C 是零常返等价类；当 C 中有非常返状态，于是称 C 是非常
返等价类；当 C 的某个状态有周期 d，则 C 中所有状态的周期都是 d，于是
称 C 的周期是 d；当 C 中有一个遍历状态，C 中的状态都是遍历的，这时又
称 C 是遍历等价类.
利用等价关系可以把马氏链的状态空间 I 分解成

I =

n∪
j=1

Cj + T, 这里 n ≤ ∞, (6.1)

其中 Cj 是常返等价类，T 由全体非常返状态组成. 质点可以永远在 T 中运
动，也可以从 T 转移到某个 Cj 中，然后永远在 Cj 中运动. 如果 T 是有限集
合，质点一定会走出 T，进入某个闭集 Cj，然后永远在 Cj 中运动.
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按照 (6.1) 的规律重新编排状态的顺序后可以将该马氏链的转移矩阵写成

C1 C2 · · · Cm−1 Cm T


C1 P1 0 · · · 0 0 0
C2 0 P2 · · · 0 0 0
... ... ... ... ... ...

Cm 0 0 · · · 0 Pm 0
T R1 R2 · · · Rm−1 Rm QT

= P. (6.2)

由于常返等价类 Ck 是闭集，所以对应的 Pk = (pij)i,j∈Ck
的每行之和是 1. 这

就相当于 Ck 本身是一个不可约马氏链，质点从 Cj 中的状态出发或从 T 进
入 Cj 后就永远在 Cj 中运动.
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利用 P (n) = Pn 和矩阵乘法得到

C1 C2 · · · Cm−1 Cm T


C1 Pn
1 0 · · · 0 0 0

C2 0 Pn
2 · · · 0 0 0

... ... ... ... ... ...
Cm 0 0 · · · 0 Pn

m 0

T R
(n)
1 R

(n)
2 · · · R

(n)
m−1 R

(n)
m Qn

T

= P (n). (6.3)

由于马氏链 {Xn} 可以有无穷个常返等价类，所以 (6.2) 和 (6.3) 中的 Cm，
Pm，Rm 和 Pn

m，R
(n)
m 可以同时改写为 “· · · ”. Pn

m 的每行之和等于 1. 另外，
用 q

(n)
ij 表示 Qn

T 的对应元素，于是由命题 3.3，我们还有

lim
n→∞

Qn
T = ( lim

n→∞
q
(n)
ij )i,j∈T = 0.
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