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对于任意 t ≥ 0，若已知 t 时存活的生物个体在 (t, t+ h] 内发生分裂的概率是
λh+ o(h)，则这个生物的寿命 T ∼ E(λ). 实际上，引入生存函数
F (t) = P (T > t)，根据题意得到

P (t < T ≤ t+ h|T > t) =
P (t < T ≤ t+ h)

P (T > t)

=
F (t)− F (t+ h)

F (t)
= λh+ o(h).

将上式的 t 换成 t− h，得到

F (t− h)− F (t)

F (t− h)
= λh+ o(h), t > 0.

对上面两公式的左右两边同时除以 h，再令 h ↓ 0，得到

d

dt
lnF (t) =

F
′
(t)

F (t)
= −λ.

积分后得到 lnF (t) = −λt. 于是 F (t) = e−λt 成立. 这说明 T ∼ E(λ).
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对于任意 t ≥ 0，如果 t 时有 m 个生物，第 i 个生物在 (t, t+ h] 内分裂的概
率是 λih+ o(h)，用 Ti 表示从 t 开始等待第 i 个生物分裂的时间，我们有
Ti ∼ E(λi)，T1,T2, · · · , Tm 相互独立. 我们知从 t 开始等待第一个分裂的时间
T = min(T1, T2, · · · , Tm) ∼ E(λ1 + · · ·+ λm).
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例 1.1

一个 t 时存活的生物个体在 (t, t + h] 内分裂情况与其在 t 时的年龄无
关，且满足：当 h → 0 时，
(1) 在 (t, t+ h] 内死亡的概率为 µh+ o(h)；
(2) 在 (t, t+ h] 内不死亡也不分裂的概率为 1− (λ+ µ)h+ o(h)；
(3) 在 (t, t+ h] 内分裂一次成为两个个体的概率为 λh+ o(h).
该生物的每个后代也按照相同的方式相互独立地分裂自己的后代. 用
X(t) 表示 t 时生物的总数，称随机过程 {X(t)} 为 线性生灭过程，称 µ
为生物个体的死亡强度，λ 为生物个体的出生强度.
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首先注意到注意对生物个体而言，除情况 (1)，(2)，(3) 外，在 (t, t+ h] 中发
生其他分裂情况的概率是 o(h). 从前面的分析和条件 (2) 知道 {X(t)} 在状态
i 的停留时间服从参数为 i(λ+ µ) 的指数分布.
已知 X(t) = i 时，由指数分布的无记忆性知道这 i 个生物相互独立地分裂自
己的后代，并与 t 时各自的年龄无关，从而与时间 t 之前这 i 个生物是如何演
变来的无关. 所以 {X(t)} 是马氏链，状态空间 I = {0, 1, · · · }.
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对于 h > 0，一个生物在时间区间 (t, t+ h) 内分裂成两次或更多次的概率是
o(h)，它等于 1 减去 (1)，(2) 和 (3) 中所列出的所有概率. 于是有

p00(h) = 1 (生物不能凭空产生)

p10(h) = µh+ o(h),

p11(h) = 1− (λ+ µ)h+ o(h),

p12(h) = λh+ o(h),

p1j(h) = o(h), j > 2.

对于 i > 1，因为个体们相互独立地分裂自己的后代，所以按二项分布的想法
计算出

pii−1(h) = C1
i p10(h)(p11(h))

i−1 + o(h) = iµh+ o(h),

pii(h) = (p11(h))
i + o(h) = 1− i(λ+ µ)h+ o(h).

pii+1(h) = C1
i p12(h)(p11(h))

i−1 + o(h) = iλh+ o(h),

pij(h) = o(h), 当 |j − i| ≥ 2.
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根据 qij = p′ij(0) 计算出

Q =


0 0 0 0 0 · · ·
µ −(λ+ µ) λ 0 0 · · ·
0 2µ −2(λ+ µ) 2λ 0 · · ·
0 0 3µ −3(λ+ µ) 3λ · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·


因为 Q 的各行之和为 0，Q 是保守的. 称为线性生灭过程的原因是
qi = i(λ+ µ) 为 i 的线性函数.
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q00 = 0 说明 0 是吸引状态，故 k00 = 1. 我们可以算出嵌入链的一步转移矩阵

K =


1 0 0 0 0 · · ·
q 0 p 0 0 · · ·
0 q 0 p 0 · · ·
0 0 q 0 p · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

 ,

其中
p =

λ

λ+ µ
, q =

µ

λ+ µ
.
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我们知嵌入链 {Xn} 是 I = {0, 1, 2, · · · } 中的有吸收壁 0 的简单随机游动，质
点每次向右移动的概率为 p，向左移动一步的概率是 q = 1− p. 嵌入链的状态
{1, 2, · · · } 是互通的，但不是常返的，说明生物总数或者发展到无穷，或者最
终消亡. 生物个体的寿命是来自指数总体 ϵ(λ+ µ) 的随机变量.
对于线性生灭过程 {X(t)} 来讲，已知 X(t) = k 时，用 τi 表示第 i 个个体的
剩余寿命，则需要等待时间

Tk = min{τ1, τ2, · · · , τk}

才能再增加或减少一个个体. 因为 τ1, τ2, · · ·k 相互独立，都服从指数分布
E(λ+ µ)，所以 Tk ∼ E(k(λ+ µ)). 数学期望 E[Tk] = 1/[k(λ+ µ)] 为马氏链在
状态 k 的平均停留时间. k 越大，平均等待时间越短.
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对于 j0 > 0 和嵌入链的轨迹 j0 → j1 → j2 → · · · , ji > 0，因为每次最多增加
一个个体，所以有

ji ≤ j0 + i, i = 0, 1, 2, · · · .

马氏链在 ji 的平均停留时间

E[Tjk ] =
1

ji(λ+ µ)
≥ 1

(j0 + i)(λ+ µ)
.

对于嵌入链的上述轨迹，有

∞∑
i=1

E[Tjk ] ≥
k∑

i=1

1

(j0 + i)(λ+ µ)
= ∞.

于是我们知要保证线性生灭过程走完上述轨迹，需要无穷长的时间. 所以在任
何有限的时间内线性生灭过程不会 “爆炸”，即线性生灭过程是规则的.
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进一步的研究还可以得到一下结果：

p10(t) =


µ− µe(λ−µ)t

µ− λe(λ−µ)t
λ ̸= µ,

λt

1 + λt
, λ = µ.

于是得到

lim
t→∞

P (X(t) = 0|X(0) = 1) =

{
µ/λ, λ > µ,
1, λ ≤ µ.
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在条件 X(0) = 1 下，还可以计算出

E[X(t)] = e(λ−µ)t,

Var(X(t)) =


λ+ µ

λ− µ
e(λ−µ)t(e(λ−µ)t − 1), λ ̸= µ,

2λt, λ = µ.

于是得到

lim
t→∞

E[X(t)] =


0, λ < µ,
1, λ = µ,
∞, λ > µ;

lim
t→∞

Var(X(t)) =

{
0, λ < µ,
∞, λ ≥ µ.
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例 1.2

在生灭过程中，如果 µ = 0，生物就不会死亡，转移速率矩阵就简化成

Q =


0 0 0 0 0 · · ·
0 −λ λ 0 0 · · ·
0 0 −2λ 2λ 0 · · ·
0 0 0 −3λ 3λ · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·


这时的马氏链称为线性纯生过程.



第 26 讲 连续时间
马氏链的结构

生灭过程
引入

线性生灭过程

线性纯生过程

生灭过程

简单的传染病模型

pij(t) 的极限

马氏链的 h 骨架和
状态分类

平稳不变分布

对于线性纯生过程而言，生物的寿命是来自总体 E(λ) 的随机变量. 每个生物
在寿终称两个新的生物，新生物按照上一代的方式再独立地分裂各自的后代.
容易计算出线性纯生过程的嵌入链有一步转移概率

kij =

{
1, 当j = i = 0 或 j = i+ 1 ≥ 2 时,
0, 其他.
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对于线性纯生过程，用 Ti 表示已知有 i 个生物的条件下，等待下一次分裂的
时间，则 Ti ∼ E(iλ)，T1, T2, · · · 相互独立. 在条件 X(0) = 1 下，引入

S0 = 0, Sk = T1 + T2 + · · ·+ Tk, k ≥ 1.

Sk 表示第 k 次分裂的时间. 下面推导公式

P (Sk ≤ t|X(0) = 1) = (1− e−λt)k, k ≥ 1.

我们用归纳法. 引入条件概率 P1(·) = P (·|X(0) = 1). 当 k = 1 时，我们有

P1(S1 ≤ t) =

∫ t

0
λe−λsds = 1− e−λt.
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设结论对于 k − 1 成立，则有

P1(Sk ≤ t) = P (Sk−1 + Tk ≤ t)

=

∫ t

0
P1(Sk−1 + s ≤ t|Tk = s)dP1(Tk ≤ s)

=

∫ t

0
(1− e−λ(t−s))k−1λke−λksds

=

k−1∑
j=0

Cj
k−1(−1)j

∫ t

0
e−λj(t−s)λke−λksds

=

k−1∑
j=0

Cj
k−1(−1)j(e−λjt − e−λkt)

= (1− e−λt)k.

于是得证.
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这样可以得到线性纯生过程的一步转移概率

p1j(t) = P1(X(t) = j) = P1(Sj−1 ≤ t < Sj)

= P1(Sj−1 ≤ t)− P1(Sj ≤ t)

= (1− e−λt)j−1 − (1− e−λt)j

= (1− e−λt)j−1e−λt

= βj−1α, j ≥ 1,

其中 α = e−λt, β = 1− α. 于是在条件 X(0) = 1 下，对于固定的 t > 0，x(t)
服从参数为 α = e−λt 的几何分布，有数学期望

E[X(t)|X(0) = 1] = 1/α = eλt.
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当一开始有 i 个生物个体时，用 Yk 表示第 k 个个体在 t 时的后代数，则 Y1，
Y2，· · ·，Yi 独立同分布，都服从相同的几何分布

P (Yk = j) = P1j(t) = βj−1α, j ≥ 1.

于是 t 时的生物总数 x(t) =
∑i

k=1 Yi 服从负二项分布：

pij(t) = P (X(t) = j|X(0) = i) = Ci−1
j−1β

j−1αi, j ≥ i ≥ 1.

在条件 X(0) = i 下，X(t) 有数学期望 E[X(t)|X(0) = i] = ieλt.
线性纯生过程又称为 尤尔过程.
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例 1.3

设 {λi|i ≥ 0}，{µi|i ≥ 1} 是非负数列，满足 λi + µi > 0. 如果马氏链 {X(t)} 有状态空间
I = {0, 1, 2, · · · } 和转移速率矩阵

Q =


−λ0 λ0 0 0 0 · · ·
µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0 0 · · ·
0 µ2 −(λ2 + µ2) λ2 0 · · ·
0 0 µ3 −(λ3 + µ3) λ3 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

 ,

则称 {X(t)} 是生灭过程，λi 为出生率，µi 是死亡率. 这时嵌入链 {Xn} 有一步转移概率矩阵

K =


q0 p0 0 0 0 · · ·
q1 0 p1 0 0 · · ·
0 q2 0 p2 0 · · ·
0 0 q3 0 p3 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·

 ,

其中 p0 = 1− q0，

q0 =

{
1, λ0 = 0,
0, λ0 > 0,

pi =
λi

λi + µi
, qi =

µi

λi + µi
, i ≥ 1.
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嵌入链是非负整数中的随机游动，嵌入链每次向右或向左移动一步.
生灭过程描述如下：已知 t 时有 i ≥ 1 个生物时，再等待时间 Ti 后，以概率
pi 增加一个生物，或以概率 qi 减少一个生物. 这里 Ti ∼ E(λi + µi).
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例 2.1

m 个同种生物中有若干个体带菌，所有个体的行为独立. 在长为 h 的时
间中，任何两个个体相遇的概率为 λh+ o(h). 不带菌者遇到带菌者即被
传染，被传染的个体将永远带菌，并以相同的方式传染其他不带菌的个
体. 当 t = 0 时有 i 个带菌者，计算
(1) 在时间 (0, h] 内新增加一个带菌者的概率；
(2) 在时间 (0, h] 内无新增带菌者的概率；
(3) 如果从 t = 0 开始，等待时间 Ti 后新增加一个带菌者，求 Ti 的分
布和数学期望；

(4) 如果 t = 0 时只有一个带菌者，平均等待多长时间可以使整个群体
带菌？
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证明.
用 Pi(·) 表示条件概率 P (·|X(0) = i).
(1) 对 k = 1, 2, · · · , i, j = 1, 2, · · · ,m− i，用 Akj 表示时间 (0.h] 内第 k 个带
菌者传染了第 j 个不带菌者. 根据题意，{Akj} 相互独立，
P (Akj) = λh+ o(h). (0, h] 内新增加一个带菌者等价于恰有一个 Akj 发
生. 因为一共有 i(m− i) 个 Akj，所以

pi,i+1(h) = Pi(恰有一个 Akj 发生)

= C1
i(m−i)P (A11)[1− P (A11)]

i(m−1)−1

= i(m− 1)(λh+ o(h))(1− λh+ o(h)i(m−1)−1

= i(m− 1)λh+ o(h).
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证明.
(2) 根据上面的符号，要计算的概率是

pii(h) = Pi(所有 Akj 没发生)

= (1− P (A11))
i(m−i)

= (1− λh+ o(h))i(m−i)

= 1− i(m− i)λh+ o(h).
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证明.
(3) 用 X(t) 表示 t 时带菌者的总数. 因为带菌者的行为独立，等待传染下一
个个体的时间具有无记忆性，所以 {X(t)} 是马氏链. 对于 j ≥ i+ 2，有

pij(h) ≤
m∑

k=i+2

pik(h) = 1− pii(h)− pi,i+1(h)

= 1− [1− i(m− i)λh+ o(h)]− [i(m− i)λh+ o(h)]

= o(h).

由此得到

pij(h) =


1− i(m− i)λh+ o(h), j = i,
i(m− i)λh+ o(h), j = i+ 1,

o(h), j ≥ i+ 2.
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证明.
于是得到马氏链的转移速率

qij = p′ij(0) =


−i(m− i)λ, j = i,
i(m− i)λ, j = i+ 1 > 1,

0 其他.

根据马氏链的运动规律知道 Ti 服从参数为 qi = |qii| 的指数分布，有数学期望

E[Ti] =
1

qi
=

1

i(m− i)λ
, 1 ≤ i ≤ m− 1.
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证明.
(4) 马氏链 {X(t)} 是一个状态空间为 I = {0, 1, · · · ,m} 的纯生过程，从 1 出发到 m 所用
的时间为 T =

∑m−1
i=1 Ti，其数学期望是

ET =

m−1∑
i=1

ETi

=
1

λ

m−1∑
i=1

1

i(m− i)

=
1

mλ

m−1∑
i=1

(
1

i
+

1

m− i
)

=
2

mλ

m−1∑
i=1

1

i
.

对于较大的群体，用近似公式
∑m−1

i=1 i−1 ≈ ln(m− 1)，得到 ET ≈ 2 ln(m−1)
mλ

.

注意，
2 ln(m− 1)

mλ
是 m 的减函数，这说明群体越密集，传染速度越快. 另外，容易验证

qi = i(m− i)λ 在 i = [m/2] 大于最大，说明有 [m/2] 个带菌者时的传染速率最大，其中
[m/2] 是 m/2 的整数部分.
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定义 3.1

设 I 是马氏链 {X(t)} 的状态空间. i, j ∈ I 是其中的两个状态.
(1) 如果存在 t > 0 使得 pij(t) > 0，则称 i 通 j，记做 i → j；
(2) 如果 i → j 且 j → i，则称 i, j 互通，记做 i ↔ j;
(3) 如果 I 的所有状态互通，则称 马氏链 {X(t)} 互通.
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命题 3.2

i ↔ i.

命题 3.3

如果 i → j，那么 j → i.

命题 3.4

如果 i → j 且 j → k，则 i → k.

所以互通关系是一个等价关系. 于是可以把互通的状态放在一起构成等价类.
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定理 3.5

如果 {X(t)} 是互通马氏链，记 µj = 1/qj，则有

pj = lim
t→∞

pij(t) =
µj

E[Tjj ]
,

pj = lim
t→∞

[0, t] 内马氏链处于 i 的时间
t

.

如果上面定理中的 {pj} 之和为 1，则称 {pj} 是马氏链的 极限分布.
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定义 4.1

对于任何 h > 0，称 {X(nh)} = {X(nh)|n = 0, 1, 2, · · · } 为马氏链
{X(t)} 的一个离散骨架 或 h 骨架.
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命题 4.2

以下的三个命题等价：
(1) i → j；
(2) 对于某个 h 骨架 i → j；
(3) 对于任何离散骨架 i → j.
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对于选定的 h 骨架来讲，i 是正常返状态的充分必要条件是

∞∑
n=0

pii(nh) = ∞.

由于所有的状态非周期，所以 i 是正常返状态的充分必要条件是

πi = lim
n→∞

pii(nh) > 0.
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命题 4.3

设 {X(nh)} 是马氏链 {X(t)} 的 h 骨架，则
(1) i 是 {X(nh)} 的常返状态，当且仅当∫ ∞

0
pii(t)dt = ∞;

(2) i 是某个 h 骨架的常返状态，当且仅当 i 是一切离散骨架的常返状
态.
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命题 4.4

如果 i 是某个 h 骨架的正常返状态，则它是所有离散骨架的正常返状
态.



第 26 讲 连续时间
马氏链的结构

生灭过程
引入

线性生灭过程

线性纯生过程

生灭过程

简单的传染病模型

pij(t) 的极限

马氏链的 h 骨架和
状态分类

平稳不变分布

定义 4.5

对于马氏链 {X(t)}，当 i 是某 h 骨架的常返状态时，称 i 是 {X(t)} 的
常返状态；当 i 是某 h 骨架的非常返状态时，称 i 是 {X(t)} 的非常返
状态；当 i 是某 h 骨架的正常返状态时，称 i 是 {X(t)} 的正常返状态；
当 i 是某 h 骨架的零常返状态时，称 i 是 {X(t)} 的零常返状态.
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定义 5.1

设 P (t) 是马氏链 {X(t)} 的转移概率矩阵，如果概率分布列 p =
[p0, p1, · · · ] 满足方程组

pj =
∑
i∈I

pipij(t), j ∈ I, 或等价地 p = pP (t), t ≥ 0,

则称 p 是 {X(t)} 的平稳分布或平稳不变分布.

对于互通马氏链，我们知平稳不变分布就是极限分布：
pj = limt→∞ pij(t), j ∈ I.
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命题 5.2

如果马氏链 {X(t)}以平稳分布 p为初始分布，P (X(0) = i) = pi，i ∈ I，
则
(1) X(t) 和 X(0) 同分布；
(2) {X(t)} 是严平稳过程.
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定理 5.3

设互通马氏链 {X(t)} 有转移速率矩阵 Q，则

(1) {X(t)} 正常返当且仅当 {X(t)} 有唯一的平稳不变分布；
(2) {X(t)} 正常返当且仅当对某个 j，pj = limi→∞ pij(t) > 0. 当条件成立时，所有
的 pj == limi→∞ pij(t) > 0，且构成平稳不变分布；

(3) {X(t)} 正常返的充分必要条件是方程组{ ∑
i∈I piqij = 0,∑
j∈I pj = 1,

或等价地
{

pQ = 0,∑
j∈I pj = 1

有唯一非负解 p. 这时 p 是 {X(t)} 的唯一平稳不变分布；
(4) 当 {X(t)} 常返时，

∑
i∈I piqij = 0 有非负非零解，且任何两个解只差一个常数

因子.
(5) 若嵌入链有平稳不变分布 π = [π0, π1, · · · ]，则

pj ≡ lim
t→∞

pij(t) =
πj/qj∑
i∈I πi/qi

, j ∈ I.
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命题 5.4

设正常返的马氏链 {X(t)} 是平稳过程，马氏链 {Y (t)} 的转移矩阵和
{X(t)} 的转移概率矩阵相同，则对任意 m ≥ 1，t0 < t1 < · · · < tm，有

lim
n→∞

P (Y (t0 + s) = i0, Y (t1 + s) = i1, · · · , Y (tm + s) = im)

=P (X(t0) = i0, X(t1) = i1, · · · , X(tm) = im).
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命题 5.5

对于一个生灭过程，它为非常返的当且仅当

∞∑
n=1

µ1 · · ·µn

λ1 · · ·λn
< ∞.

它是正常返的当且仅当

q =

∞∑
n=0

λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn
< ∞.

其中 n = 0 时的项默认为 1. 这时平稳不变分布为

πn =
λ0 · · ·λn−1

µ1 · · ·µn
q−1.
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例 5.6

内科诊室只有一个医生，医生为每个病人的看病时间是来自指数总体
E(µ)的随机变量. 如果病人按照强度为 λ的泊松流到达和排队等候，用
马氏链描述诊室的总人数 (指正看病的人数 + 排队人数). 在稳定状态
下，
(1) 计算平均队长；
(2) 计算病人的平均排队时间；
(3) 计算医生的可用度 (指稳定状态下医生在工作的概率).
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解.
用 X(t) 表示 t 时诊室的总人数. 已知 x(t) = i > 0 时，用 S 表示等待新到一人所需的时间，
用 T 表示离开一人所需的时间，则 S，T 独立，S ∼ E(λ), T ∼ E(µ). {X(t)} 在 i 的停留时
间为

min{S, T} ∼ E(λ+ µ),

然后分别以概率

ki,i+1 = P (S < T ) =
λ

λ+ µ
, ki,i−1 = P (T < S) =

µ

λ+ µ

转向 i+ 1, i− 1. 根据马氏链的结构知道 {X(t)} 是马氏链, 且是生灭过程. 利用公式
qij = kijqi(i ̸= j) 得到转移速率

q00 = −λ, qii = −(λ+ µ), i > 0; qi,i+1 = λ, qi,i−1 = µ.

解方程组得到
pk = (1− λ

µ
)(
λ

µ
)k ≡ pqk, k = 0, 1, · · · .

于是知道只有当 λ < µ 时，马氏链是正常返的，有如上的平稳分布，在稳定状态下的平均队长
是

EX(t) =
∞∑

k=0

kpk = pq

∞∑
k=1

kqk−1 =
q

p
=

λ

µ− λ
, λ < µ.
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解.
因为诊室的人数为 X(t)，所以 t 时到达的人需要排队的时间为

X(t)∑
k=1

τk, τk ∼ E(µ).

其中 τk 是第 k 个人的看病时间. 因为 X(t) 与 {τi} 独立，由瓦尔德定理我们
有平均排队时间为

E[

X(t)∑
k=1

τk] = E[X(t)]E[τ1] =
λ

µ(µ− λ)
, λ < µ.

医生的可用度为
1− p0 = λ/µ.
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