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回顾

定理 1.1: 链式法则

H(X,Y ) = H(X) +H(Y |X).
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定理 1.2: 熵的链式法则

设随机变量 X1, X2, · · · , Xn 服从 p(x1, x2, · · · , xn)，则

H(X1, X2, · · · , Xn) =
n∑

i=1

H(Xi|Xi−1, · · · , X1).

证明.
反复应用定理1.1.
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定义 1.3

随机变量 X 和 Y 在给定随机变量 Z 时的条件互信息定义为

I(X;Y |Z) = H(X|Z)−H(X|Y, Z) = Ep(x,y,z) log p(X,Y |Z)

p(X|Z)p(Y |Z)

=
∑
x,y,z

p(x, y, z) log p(x, y|z)
p(x|z)p(y|z)

.

注意到 I(X;Y |Z) 关于 X 和 Y 对称.
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定理 1.4: 互信息的链式法则

I(X1, X2, · · · , Xn;Y ) =

n∑
i=1

I(Xi;Y |Xi−1, Xi−2, · · · , X1).

证明.

I(X1, X2, · · · , Xn;Y )

= H(X1, X2, · · · , Xn)−H(X1, X2, · · · , Xn|Y )

=
n∑

i=1

H(Xi|Xi−1, · · · , X1)−
n∑

i−1

H(Xi|Xi−1, · · · , X1, Y )

=

n∑
i=1

I(Xi;Y |Xi−1, Xi−2, · · · , X1).
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定理 1.5: 互信息的链式法则

I(X1, X2, · · · , Xn;Y ) =

n∑
i=1

I(Xi;Y |Xi−1, Xi−2, · · · , X1).

证明.

I(X1, X2, · · · , Xn;Y )

= H(X1, X2, · · · , Xn)−H(X1, X2, · · · , Xn|Y )

=

n∑
i=1

H(Xi|Xi−1, · · · , X1)−
n∑

i−1

H(Xi|Xi−1, · · · , X1, Y )

=

n∑
i=1

I(Xi;Y |Xi−1, Xi−2, · · · , X1).
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定理 1.6: 互信息的链式法则

I(X1, X2, · · · , Xn;Y ) =

n∑
i=1

I(Xi;Y |Xi−1, Xi−2, · · · , X1).

证明.

I(X1, X2, · · · , Xn;Y )

= H(X1, X2, · · · , Xn)−H(X1, X2, · · · , Xn|Y )

=

n∑
i=1

H(Xi|Xi−1, · · · , X1)−
n∑

i−1

H(Xi|Xi−1, · · · , X1, Y )

=

n∑
i=1

I(Xi;Y |Xi−1, Xi−2, · · · , X1).
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定义 1.7

对于联合概率密度函数 p(x, y)和 q(x, y)，条件相对熵 D(p(y|x)∥q(y|x))
定义为条件概率密度函数 p(y|x) 和 q(y|x) 之间的平均相对熵，其中取
平均是关于概率密度函数 p(x) 而言的. 更确切地，

D(p(y|x)∥q(y|x)) =
∑
x

p(x)
∑
y

p(y|x) log p(y|x)
q(y|x)

= Ep(x,y) log p(Y |X)

q(Y |X)
.
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定理 1.8: 相对熵的链式法则

D(p(x, y)∥q(x, y)) = D(p(x)∥q(x)) +D(p(y|x)∥q(y|x)).

证明.

D(p(x, y)∥q(x, y)) =
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x, y)

q(x, y)

=
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x)p(y|x)
q(x)q(y|x)

=
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x)

q(x)
+
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(y|x)
q(y|x)

= D(p(x)∥q(x)) +D(p(y|x)∥q(y|x)).
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定理 1.9: 相对熵的链式法则

D(p(x, y)∥q(x, y)) = D(p(x)∥q(x)) +D(p(y|x)∥q(y|x)).

证明.

D(p(x, y)∥q(x, y)) =
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x, y)

q(x, y)

=
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x)p(y|x)
q(x)q(y|x)

=
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x)

q(x)
+
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(y|x)
q(y|x)

= D(p(x)∥q(x)) +D(p(y|x)∥q(y|x)).
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定理 1.10: 相对熵的链式法则

D(p(x, y)∥q(x, y)) = D(p(x)∥q(x)) +D(p(y|x)∥q(y|x)).

证明.

D(p(x, y)∥q(x, y)) =
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x, y)

q(x, y)

=
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x)p(y|x)
q(x)q(y|x)

=
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x)

q(x)
+
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(y|x)
q(y|x)

= D(p(x)∥q(x)) +D(p(y|x)∥q(y|x)).
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定理 1.11: 相对熵的链式法则

D(p(x, y)∥q(x, y)) = D(p(x)∥q(x)) +D(p(y|x)∥q(y|x)).

证明.

D(p(x, y)∥q(x, y)) =
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x, y)

q(x, y)

=
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x)p(y|x)
q(x)q(y|x)

=
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(x)

q(x)
+
∑
x

∑
y

p(x, y) log p(y|x)
q(y|x)

= D(p(x)∥q(x)) +D(p(y|x)∥q(y|x)).
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定义 2.1

若对于任意的 x1, x2 ∈ (a, b) 及 0 ≤ λ ≤ 1，满足

f(λx1 + (1− λ)x2) ≤ λf(x1) + (1− λ)f(x2).

则称函数 f(x) 在区间 (a, b) 上是凸的. 如果仅当 λ = 0 或 λ = 1，上式
等号成立，则称函数 f 是严格凸的.

定义 2.2

如果 −f 为凸函数，则称函数 f 是凹的.
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定理 2.3

如果函数 f 在某个区间上存在非负 (正）的二阶导数，则 f 为该区间的
凸函数（严格凸函数）.

定理 2.4

若给定凸函数 f 和一个随机变量 X，则

Ef(X) ≥ f(EX). (2.1)

进一步，若 f 是严格凸的，那么式 (3.1) 中的等式蕴含 X = EX 的概
率为 1（即 X 是一个常量）.
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定理 3.1

若给定凸函数 f 和一个随机变量 X，则

Ef(X) ≥ f(EX). (3.1)

进一步，若 f 是严格凸的，那么式 (3.1) 中的等式蕴含 X = EX 的概
率为 1（即 X 是一个常量）.
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定理 3.2: 信息不等式

设 p(x), q(x)(x ∈ X ) 为两个概率密度函数，则

D(p∥q) ≥ 0.

当且仅当对任意的 x，p(x) = q(x)，等号成立.
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证明.
设 A = {x : p(x) > 0} 为 p(x) 的支撑集，则

D(p∥q) =
∑
x∈A

p(x) log p(x)

q(x)

= −
∑
x∈A

p(x) log q(x)

p(x)

≥ − log
∑
x∈A

p(x)
q(x)

p(x)
(Jensen 不等式，利用到 f(t) = − log t 是凸函数)

= − log
∑
x∈A

q(x)

≥ − log
∑
x∈X

q(x)

= − log 1 = 0.

讨论上面式中等号成立的条件，我们知等号成立当且仅当对任意的 x，有
p(x) = q(x)，D(p∥q) = 0.
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注记 3.3

我们可以利用下面的不等式给出上面结果的另一个证明：对任意 a > 0，ln a ≥
1− 1

a （这个不等式也被称为基本不等式），等号成立当且仅当 a = 1. 这个不
等式可以通过微积分的技巧证明. 我们记 B 为 q(x) 的支撑集，于是

D(p∥q) = (log e)
∑
x∈B

p(x) ln p(x)

q(x)

≥ (log e)
∑
x∈B

p(x)(1− q(x)

p(x)
)

= (log e)[
∑
x∈B

p(x)−
∑
x∈B

q(x)]

≥ 0,

讨论上面式中等号成立的条件，我们知等号成立当且仅当对任意的 x，有 p(x) =

q(x)，D(p∥q) = 0.
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推论 3.4: 互信息的非负性

对任意两个随机变量 X 和 Y，

I(X;Y ) ≥ 0.

当且仅当 X 与 Y 相互独立，等号成立.

证明.
I(X;Y ) = D(p(x, y)∥p(x)p(y)) ≥ 0，当且仅当 p(x, y) = p(x)p(y) （即 X 与
Y 为相互独立），等号成立.
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推论 3.5

D(p(y|x)∥q(y|x)) ≥ 0.

当且仅当对任意的 y 以及满足 p(x) > 0 的 x，有 p(y|x) = q(y|x)，等
号成立.

推论 3.6

I(X;Y |Z) ≥ 0.

当且仅当对给定随机变量 Z，X 和 Y 是条件独立的，等号成立.
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定理 3.7

H(X) ≤ log |X |，其中 X 表示 X 的字母表 X 中的元素个数，当且仅
当 X 服从 X 上均匀分布，等号成立.

证明.
设 u(x) = 1

|X | 为 X 上均匀分布的概率密度函数，p(x) 是随机变量 X 的概率
密度函数. 于是

D(p∥u) =
∑

p(x) log p(x)

u(x)
= log |X | −H(X).

因而由相对熵的非负性，

0 ≤ D(p∥u) = log |X| −H(X).
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推论 3.8

对于任意非负实数，存在一个随机变量，使得其熵恰好为该数.
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证明.
考虑定义在有限字母表 X 上的随机变量 X. 由上面的定理我们知当 X 在 X
上一致分布的时候，H(X) = log |X | 可以达到. 当 X 为一个确定值的时候
H(X) = 0 可以达到. 对于 0 ≤ a ≤ |X |−1，记

g(a) = H({1− (|X | − 1)a, a, · · · , a}) = −l(1− (|X | − 1)a)− (|X | − 1)l(a),

其中 l : [0,∞) → R 由下定义：

l(a) =

{
a log a 如果 a > 0

0 如果 a = 0.

注意到 g(a) 是 a 的一个连续函数，满足 g(0) = 0 以及 g(|X |−1) = log |X |. 由
介值定理，我们知对任意 b，0 < b < log |X |，我们可以找到一个 a，使得得到
的随机变量 X 满足 H(X) = b.
由上讨论我们知只要让 |X | 充分大，我们可以使 H(X) 达到任意的正值，从
而得证.
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由上面的讨论我们知如果一个随机变量的字母表是有限的，那么它的熵一定
是有限的. 若字母表为无限的, 上一讲里我们已经看到了一个无穷大的例子.
这一讲, 我们通过下面两个新例子来说明字母表为无限的，其熵既可能是有限
的，也可能是无限的..

例 3.9

设 X 为一个取值于自然数的随机变量，且 P{X = i} = 2−i. 则

H2(X) =

∞∑
i=1

i2−i = 2,

为一有限值.
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例 3.10

设 Y 是取值于整数对的子集

{(i, j) : 1 ≤ i < ∞, 1 ≤ j ≤ 22
i

2i
}

满足对任意 i, j,
P{Y = (i, j)} = 2−2i

的一个随机变量. 则

H2(Y ) = −
∞∑
i=1

22
i
/2i∑

j=1

2−2i log2 2−2i =

∞∑
i=1

1 = ∞,

故其熵为无穷.
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定理 3.11: 条件作用使熵减小

H(X|Y ) ≤ H(X).

当且仅当 X 与 Y 相互独立时，等号成立.

证明.
0 ≤ I(X;Y ) = H(X)−H(X|Y ).
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例 3.12

设随机变量 (X,Y ) 有如下的联合分布：

Y
X 1 2

1 0 3/4
2 1/8 1/8

于是 H(X) = H(18 ,
7
8) = 0.544比特，H(X|Y = 1) = 0比特，H(X|Y =

2) = 1比特. 于是我们可以得到 H(X|Y ) = 3
4H(X|Y = 1)+ 1

4H(X|Y =
2) = 0.25比特.
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熵的独立界

定理 3.13: 熵的独立界

设 X1, X2, · · · , Xn 服从 p(x1, x2, · · · , xn)，则

H(X1, X2, · · · , Xn) ≤
n∑

i=1

H(Xi)

当且仅当 X1, X2, · · · , Xn 相互独立，等号成立.
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证明.
由熵的链式法则，我们有

H(X1, X2, · · · , Xn) =

n∑
i=1

H(Xi|Xi−1, · · · , X1)

≤
n∑

i=1

H(Xi).

等号成立当且仅当对任意 i 有 Xi 和 Xi−1, · · · , X1 独立. 于是对任意 x1, · · · , xn, 有

p(x1, · · · , xn) = p(x1, x2, · · · , xn−1)p(xn)

= p(x1, x2, · · · , xn−2)p(xn−1)p(xn)

...
= p(x1)p(x2) · · · p(xn),

也就是说, X1, X2, · · · , Xn 相互独立.
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定理 4.1: 对数和不等式

对于非负数 a1, a2, · · · , an 和 b1, b2, · · · , bn，
n∑

i=1

ai log ai
bi

≥ (

n∑
i=1

ai) log
∑n

i=1 ai∑n
i=1 bi

.

当且仅当 ai
bi

= 常数，等号成立.

这里我们约定 0 log 0 = 0，a log a
0 = ∞(当a > 0)，0 log 0

0 = 0.
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证明.
不失一般性，我们可以假定 ai > 0，bi > 0. 由于对任意的正数 t 有
f ′′(t) = 1

t log e > 0，可知函数 f(t) = t log t 严格凸. 从而由 Jensen 不等式，
我们有 ∑

αif(ti) ≥ f(
∑

αiti).

其中 αi ≥ 0，
∑

i αi = 1. 令 αi =
bi∑n

j=1 bj
，ti =

ai
bi
，可得

∑ ai∑
bj

log ai
bi

≥
∑ ai∑

bj
log

∑ ai∑
bj
.

这就是对数和不等式.
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定理 4.2: 相对熵的凸性

D(p∥q) 关于对 (p, q) 是凸的，即，如果 (p1, q1) 和 (p2, q2) 为两对概率
密度函数，则对所有的 0 ≤ λ ≤ 1，有

D(λp1 + (1− λ)p2∥λq1 + (1− λ)q2) ≤ λD(p1∥q1) + (1− λ)D(p2∥q2).
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证明.
由对数不等式我们有：

(λp1(x) + (1− λ)p2(x)) log λp1(x) + (1− λ)p2(x)

λq1(x) + (1− λ)q2(x)

≤ λp1(x)
λp1(x)

λq1(x)
+ (1− λ)p2(x)

(1− λ)p2(x)

(1− λ)q2(x)

对 x 求和我们可以得到所需要的结论.
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定理 4.3: 熵的凹性

H(p) 是关于 p 的凹函数.

证明.
我们有

H(p) = log |X | −D(p∥u).

其中 u 为 |X | 个结果的均匀分布. 从而 H 的凹性可由 D 的凸性直接得
到.
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定理 4.4: 熵的凹性

H(p) 是关于 p 的凹函数.

证明.
我们有

H(p) = log |X | −D(p∥u).

其中 u 为 |X | 个结果的均匀分布. 从而 H 的凹性可由 D 的凸性直接得
到.
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定理 4.5

设 (X,Y ) ∼ p(x, y) = p(x)p(y|x). 如果固定 p(y|x)，则互信息 I(X;Y )
是关于 p(x) 的凹函数；而如果固定 p(x)，则互信息 I(X;Y ) 是关于
p(y|x) 的凸函数.
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证明.
为了证明第一部分，将互信息展开

I(X;Y ) = H(Y )−H(Y |X) = H(Y )−
∑
x

p(x)H(Y |X = x).

如果固定 p(y|x)，则 p(y) 时关于 p(x) 的线性函数. 因而，关于 p(y) 的凹函
数 H(Y ) 也是 p(x) 的凹函数. 上式中的第二项是关于 p(x) 的凹函数. 因此，
它们的差仍是关于 p(x) 的凹函数.
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证明.
为证明第二部分，我们先固定 p(x)，同时考虑两个不同的条件分布 p1(y|x) 和
p2(y|x). 对应的联合分布为 p1(x, y) = p(x)p1(y|x) 和 p2(x, y) = p(x)p2(y|x)，
同时对应的边缘分布为 p(x), p1(y) 以及 p(x), p2(y). 我们考虑条件分布

pλ(y|x) = λp1(y|x) + (1− λ)p2(y|x),

为 p1(y|x) 和 p2(y|x) 的一个凸组合，其中 0 ≤ λ ≤ 1. 对应的联合分布为

pλ(x, y) = λp1(x, y) + (1− λ)p2(x, y).

且 Y 的分布也是一个凸组合

pλ(y) = λp1(y) + (1− λ)p2(y).

因此，如果设 qλ(x, y) = p(x)pλ(y) 为边际分布的乘积，则有

qλ(x, y) = λq1(x, y) + (1− λ)q2(x, y).
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证明.
由于互信息是联合分布和边际分布乘积的相对熵, 有

Iλ(X;Y ) = D(pλ(x, y)∥qλ(x, y)).

相对熵 D(p∥q) 为关于二元对 (p, q) 的凸函数，由此可知，

I(X;Y ) = D(pλ(x, y)∥qλ(x, y))
= D(λp1(x, y) + (1− λ)p2(x, y)∥λq1(x, y) + (1− λ)q2(x, y))

≤ λD(p1(x, y)∥q1(x, y)) + (1− λ)D(q1(x, y)∥q2(x, y))
= λI1(X;Y ) + (1− λ)I2(X;Y ).

于是互信息是条件分布的凸函数.
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定理 5.1: 数据处理不等式

若 X → Y → Z，则有 I(X;Y ) ≥ I(X;Z).

上面结果说明，数据处理过程中只会失掉一些信息，绝不会创造出新的信息.
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证明.
由链式法则，将互信息以两种不同方式展开：

I(X;Y, Z) = I(X;Z) + I(X;Y |Z)

= I(X;Y ) + I(X;Z|Y ).

由于在 Y 给定的条件下，X 和 Z 是条件独立的，因此有 I(X;Z|Y ) = 0. 又
由于 I(X;Y |Z) ≥ 0, 则有

I(X;Y ) ≥ I(X;Z),

当且仅当 I(X;Y |Z) = 0 (即 X → Z → Y 构成马尔可夫链) 等号成立. 类似
地可以证明 I(Y ;Z) ≥ I(X;Z).
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推论 5.2

特别地，如果 Z = g(Y )，则 I(X;Y ) ≥ I(X; g(Y )).
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推论 5.3

如果 X → Y → Z，则 I(X;Y |Z) ≤ I(X;Y ).

证明.
在数据处理不等式的证明中我们看到

I(X;Z) + I(X;Y |Z) = I(X;Y ) + I(X;Z|Y ).

由马尔可夫性 I(X;Z|Y ) = 0，又我们有 I(X;Z) ≥ 0，从而

I(X;Y |Z) ≤ I(X;Y ).
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推论 5.4

如果 X → Y → Z，则 I(X;Y |Z) ≤ I(X;Y ).

证明.
在数据处理不等式的证明中我们看到

I(X;Z) + I(X;Y |Z) = I(X;Y ) + I(X;Z|Y ).

由马尔可夫性 I(X;Z|Y ) = 0，又我们有 I(X;Z) ≥ 0，从而

I(X;Y |Z) ≤ I(X;Y ).
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注记 5.5

注意当 X,Y, Z 不构成马尔可夫链时，有可能 I(X;Y |Z) > I(X;Y ).

设 X,Y 是相互独立的二元随机变量，Z = X + Y . 则 I(X;Y ) = 0，但
I(X;Y |Z) = H(X|Z) − H(X|Y, Z) = H(X|Z) = P (Z = 1)H(X|Z =
1) = 1

2比特. (注意到当 Z = 0 或 2 时，X 的值就确定下来了).
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注记 5.6

注意当 X,Y, Z 不构成马尔可夫链时，有可能 I(X;Y |Z) > I(X;Y ).
设 X,Y 是相互独立的二元随机变量，Z = X + Y . 则 I(X;Y ) = 0，但
I(X;Y |Z) = H(X|Z) − H(X|Y, Z) = H(X|Z) = P (Z = 1)H(X|Z =
1) = 1

2比特. (注意到当 Z = 0 或 2 时，X 的值就确定下来了).
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