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随机过程 {Xi} 是一个带下标（表示时间）的随机变量序列. 一般允许随机变
量间具有任意的相关性. 为刻画一个过程我们需要知道所有有限的联合概率密
度函数

P{(X1, X2, · · · , Xn) = (x1, x2, · · · , xn)} = p(x1, x2, · · · , xn)

其中 (x1, x2, · · · , xn) ∈ X n，n = 1, 2, · · · .
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定义 1.1

如果随机变量序列的任意有限子集的联合分布关于时间下标的位移不
变，即对于每个 n 和位移 l，以及任意的 x1, x2, · · · , xn ∈ X，均满足

P{X1 = x1, X2 = x2, · · · , Xn = xn}
= P{Xl+1 = x1, Xl+2 = x2, · · · , Xl+n = xn}.

则称该随机过程是平稳的.
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定义 1.2: 如

对 n = 1, 2, · · ·，及所有的 x1, x2, · · · , xn ∈ X，有

P{Xn+1 = xn+1|Xn = xn, Xn−1 = xn−1, · · · , X1 = x1}
= P{Xn+1 = xn+1|Xn = xn}.

则称该离散随机过程为马尔可夫链或马尔可夫过程.

此时，随机变量的联合概率密度函数可以写为

p(x1, x2, · · · , xn) = p(x1)p(x2|x1)p(x3|x2) · · · p(xn|xn−1).
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定义 1.3: 如

对 n = 1, 2, · · ·，及所有的 x1, x2, · · · , xn ∈ X，有

P{Xn+1 = xn+1|Xn = xn, Xn−1 = xn−1, · · · , X1 = x1}
= P{Xn+1 = xn+1|Xn = xn}.

则称该离散随机过程为马尔可夫链或马尔可夫过程.

此时，随机变量的联合概率密度函数可以写为

p(x1, x2, · · · , xn) = p(x1)p(x2|x1)p(x3|x2) · · · p(xn|xn−1).
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定义 1.4

如果条件概率 p(xn+1|xn) 不依赖于 n，即对 n = 1, 2, · · ·，有

P{Xn+1 = j|Xn = i} = P{X2 = j|X1 = i} = Pij 对任意i, j ∈ X .

则称该马尔可夫链是时齐的（或称是时间不变的）. 此时，称 Pij 为从 i
到 j 的（一步）概率转移概率. 若将 Pij 作为第 i 行第 j 列的元素，我
们得到一个矩阵 P = (Pij)S×S，称之为 {Xn} 的（一步）概率转移矩阵.
以后，如果没有特别说明，我们提到的马尔可夫链都默认是时齐的.
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若马尔可夫链可以从任意状态经过有限步转移到另一任意状态，且转移概率
为正，则称该马尔可夫链是不可约的. 如果从一个状态转移到它自身的不同路
径长度的最大公因子为 1，则称该马尔可夫链是非周期的. 用严格的数学语言
来说，称 {n ≥ 1 : p

(n)
ii > 0} 的最大公约数为状态 i 的周期，若对于每个状态

其周期均为 1，则称该马尔可夫链是非周期的.

对于一个马尔可夫链，如果在时间 n 随机变量的概率密度函数为 p(xn)，那么
在 n+ 1 时刻，随机变量的概率密度函数为

p(xn+1) =
∑
xn

p(xn)Pxnxn+1 .

若在 n+ 1 时刻，状态空间上的分布与在 n 时刻的分布相同，则称此分布为
平稳分布. 于是，平稳分布 µ 为下列方程组的解：

µj =
∑
i

µiPij 对任意的 j.
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若马尔可夫链可以从任意状态经过有限步转移到另一任意状态，且转移概率
为正，则称该马尔可夫链是不可约的. 如果从一个状态转移到它自身的不同路
径长度的最大公因子为 1，则称该马尔可夫链是非周期的. 用严格的数学语言
来说，称 {n ≥ 1 : p

(n)
ii > 0} 的最大公约数为状态 i 的周期，若对于每个状态

其周期均为 1，则称该马尔可夫链是非周期的.
对于一个马尔可夫链，如果在时间 n 随机变量的概率密度函数为 p(xn)，那么
在 n+ 1 时刻，随机变量的概率密度函数为

p(xn+1) =
∑
xn

p(xn)Pxnxn+1 .

若在 n+ 1 时刻，状态空间上的分布与在 n 时刻的分布相同，则称此分布为
平稳分布. 于是，平稳分布 µ 为下列方程组的解：

µj =
∑
i

µiPij 对任意的 j.
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命题 1.5

如果马尔可夫链的初始状态服从平稳分布，那么该马尔可夫链为平稳过
程.
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证明.
设初始分布为 µ. 若初始状态服从平稳分布，P (X0 = i) = µi. 于是
P (X1 = j) =

∑
i P (X0 = i)Pij =

∑
i µiPij = µj . 下面我们来归纳证明

P (Xn = j) = µj . 如果我们有 P (Xk = j) = µj，下面我们来证明
P (Xk+1 = j) = µj . 我们有

P (Xk+1 = j) =
∑
i

P (Xk = i)P (Xk+1 = j|Xk = i) =
∑
i

µiPij = µj .

从而得证.
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证明.
下面我们用归纳法对 m 归纳证明

P (Xk+1 = j1, · · · , Xk+m = jm) = P (X1 = j1, · · · , Xk+m = jm).

假设上式对 m− 1 成立，下面我们来考虑 m 的情形.

P (Xk+m = jm, · · · , Xk+1 = j1)

= P (Xk+m = jm|Xk+m−1 = jm−1, · · · , Xk+1 = j1)P (Xk+m−1 = jm−1, · · · , Xk+1 = j1)

= P (Xk+m = jm|Xk+m−1 = jm−1)P (Xk+m−1 = jm−1, · · · , Xk+1 = j1)

= P (Xm = jm|Xm−1 = jm−1)P (Xm−1 = jm−1, · · · , X1 = j1)

= P (Xm = jm|Xm−1 = jm−1, · · · , X1 = j1)P (Xm−1 = jm−1, · · · , X1 = j1)

= P (Xm = jm, Xm−1 = jm−1, · · · , X1 = j1).

从而我们知该马尔可夫链是平稳的.
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若有限状态马尔科夫链是不可约的和非周期的，则它的平稳分布惟一，从任
意的初始分布出发，当 n → ∞ 时，Xn 的分布必趋向于此平稳分布. 有兴趣
的读者可参见随机过程相关书籍.



第 6 讲 熵率

马尔可夫链

熵率

例子：加权图上随
机游动的熵率

马尔可夫链的函数

例题

例 1.6

考虑一个两状态马尔可夫链，它的概率转移矩阵为

P =

[
1− α α
β 1− β

]
.

设向量 µ 表示平稳分布，则通过解方程 µP = µ 可求得 µ. 在时刻 n 时
状态 Xn 的熵为

H(Xn) = H(
β

α+ β
,

α

α+ β
).
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定义 2.1

当如下极限存在时，随机过程 {Xi} 的熵率定义为

H(X) = lim
n→∞

1

n
H(X1, X2, · · · , Xn). (2.1)
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例 2.2: 打字机

假定一台打字机可以输出 m 个等可能的字母. 由此打字机可以产生长
度为 n 的 m 个序列，并且都等可能出现. 因此，H(X1, X2, · · · , Xn) =
logmn，从而熵率为 H(X ) = logm 比特/字符.
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例 2.3

设 X1, X2, · · · , Xn 为一列独立同分布的随机变量序列. 此时，有

H(X ) = lim
n→∞

H(X1, X2, · · · , Xn)

n
= lim

n→∞

nH(X1)

n
= H(X1).
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例 2.4

若 X1, X2, · · · , Xn 独立但不同分布，则

H(X1, X2, · · · , Xn) =

n∑
i=1

H(Xi).

我们可以选择 X1, X2, · · · 的一个分布序列，使 1
n

∑
H(Xi) 的极限不存在. 例

如我们考虑二值随机分布序列，其中 pi = P (Xi = 1) 不是常数，而为 i 得函
数. 如果我们定义

pi =

{
0.5 2k < log log i ≤ 2k + 1
0 2k + 1 < log log i ≤ 2k + 2

此时，该序列的情况是，满足 H(Xi) = 1 的随机变量序列（可以任意长）之
后，紧接着是更长以指数变化的序列满足 H(Xi) = 0. 所以，H(Xi) 的累计平
均值将在 0 与 1 之间震荡，从而不存在极限. 因此，该过程的 H(X ) 无定义.
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我们也可以定义熵率的一个相关的量:

H ′(X ) = lim
n→∞

H(Xn|Xn−1, Xn−2, · · · , X1) (2.2)
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定理 2.5

对于平稳随机过程，式 (2.1) 和 (2.2) 中的极限均存在且相等：

H(X ) = H ′(X ).
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定理 2.6

对于平稳随机过程，H(Xn|Xn−1, · · · , X1)随 n递减且存在极限 H ′(X ).

证明.

H(Xn+1|X1, X2, · · · , Xn) ≤ H(Xn+1|Xn, · · · , X2)

= H(Xn|Xn−1, · · · , X1)

其中的不等式由条件作用使熵减小这个性质得到，而等式由该过程的平稳性
得到. 由于 H(Xn|Xn−1, · · · , X1) 是非负且递减的数列，故知极限 H ′(X ) 存
在.
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定理 2.7

对于平稳随机过程，H(Xn|Xn−1, · · · , X1)随 n递减且存在极限 H ′(X ).

证明.

H(Xn+1|X1, X2, · · · , Xn) ≤ H(Xn+1|Xn, · · · , X2)

= H(Xn|Xn−1, · · · , X1)

其中的不等式由条件作用使熵减小这个性质得到，而等式由该过程的平稳性
得到. 由于 H(Xn|Xn−1, · · · , X1) 是非负且递减的数列，故知极限 H ′(X ) 存
在.
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引理 2.8

若 an → a，且 bn = 1
n

∑n
i=1 ai，则 bn → a.



第 6 讲 熵率

马尔可夫链

熵率

例子：加权图上随
机游动的熵率

马尔可夫链的函数

例题

定理2.5的证明.
由链式法则，我们有

H(X1, X2, · · · , Xn)

n
=

1

n

n∑
i=1

H(Xi|Xi−1, · · · , X1).

于是由引理2.8，我们知

H(X ) = lim H(X1, X2, · · · , Xn)

n
= limH(Xn|Xn−1, · · · , X1) = H ′(X ).
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下面我们来计算平稳马尔可夫链这一特殊的随机过程的熵率. 我们有
H(X ) = H ′(X ) = limH(Xn|Xn−1, · · · , X1) = limH(Xn|Xn−1) = H(X2|X1).

其中第三个等式是因为

H(Xn|Xn−1, · · · , X1)

= −
∑

x1,··· ,xn

p(x1, x2, · · · , xn−1)p(xn|xn−1, xn−2, · · · , x1) log p(xn|xn−1, xn−2, · · · , x1)

= −
∑

x1,··· ,xn

p(x1, x2, · · · , xn−1)p(xn|xn−1) log p(xn|xn−1)

= −
∑

xn−1,xn

p(xn|xn−1) log p(xn|xn−1)
∑

x1,··· ,xn−2

p(x1, x2, xn−1)

= −
∑

xn−1,xn

p(xn−1)p(xn|xn−1) log p(xn|xn−1)

= −
∑

xn−1,xn

p(xn−1, xn) log p(xn|xn−1)

= H(Xn|Xn−1).

条件熵可以根据给出的平稳分布计算得到. 注意到，平稳分布 µ 为下列方程组的解：

µj =
∑
i

µiPij 对任意的j.
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定理 2.9

设 {Xi} 为平稳马尔可夫链，其平稳分布为 µ，转移矩阵为 P . 则熵率
为

H(X ) = −
∑
ij

µiPij logPij .
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证明.

H(X ) = H(X2|X1) =
∑
i

µi(
∑
j

−Pij logPij).
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例 2.10

我们可以计算前面提到的两状态马尔可夫链的熵率为

H(X ) = H(X2|X1) =
β

α+ β
H(α) +

α

α+ β
H(β).
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注记 2.11

若马尔可夫链是不可约的，那么该马尔可夫链存在状态空间上的惟一平
稳分布，并且给定任意的初始分布，当 n → ∞ 时，分布必趋向于此平
稳分布. 此时，即使初始分布不是平稳分布，熵率也如式 (2.1) 和 (2.2)
中给出的 H(X ).
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我们考虑一个连通图上的随机游动，假定该图有 m 个顶点，标记为
{1, 2, · · · ,m}，其中连接节点 i 和 j 的边权重为 Wij . 假定此图是无向的，即
Wij = Wji. 若节点 i 和 j 没有连接边，则设 Wij = 0.
有一个粒子在图中由一个节点到另一个节点作随机游动. 设随机游动
{Xn}, Xn ∈ {1, 2, · · · ,m} 为图的一个顶点序列. 若 Xn = i，那么下一个顶点
j 只可能是与节点 i 相连的所有节点中的一个，且转移概率为连接 i 和 j 的边
权重所占所有与 i 相连的边的权重之和的比例. 因此，Pij = Wij/

∑
k Wik.
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对此情形，平稳分布有一个非常简单的形式. 设

Wi =
∑
j

Wij

为连接节点 i 的所有的边的权重总和，再设

W =
∑

i,j:j≥i

Wij

为图中所有的边权重总和，则
∑

iWi = 2W .
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现在我们猜测平稳分布为
µi =

Wi

2W
.

不难验证上述分布的确为平稳分布. 详细地说，我们有∑
i

µiPij =
∑
i

Wi

2W

Wij

Wi
=

∑
i

1

2W
Wij =

Wj

2W
= µj .

因此，状态 i 的平稳概率为连接节点 i 的各边权重总和占所有的边权重总和
的比例. 此平稳分布仅依赖于总权重以及与该节点相连的所有的边权重之和.
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通过计算，熵率为

H(X ) = H(X2|X1)

= −
∑
i

µi

∑
j

Pij logPij

= −
∑
i

Wi

2W

∑
j

Wij

Wi
log Wij

Wi

= −
∑
i

∑
j

Wij

2W
log Wij

Wi

= −
∑
i

∑
j

Wij

2W
log Wij

2W
+
∑
i

∑
j

Wij

2W
log Wi

2W

= H(· · · , Wij

2W
, · · · )−H(· · · , Wi

2W
, · · · ).
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如果所有的边有相同的权重，则平稳分布可设置成在节点 i 上为 Ei/2E，其
中 Ei 表示连接节点 i 的边数，E 表示该图的边的总数. 此时，随机游动的熵
率为

H(X ) = log(2E)−H(
E1

2E
,
E2

2E
, · · · , Em

2E
).
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▶ 设 X1, X2, · · · , Xn, · · · 为平稳马尔可夫链.
▶ 再设 Yi = ϕ(Xi) 是一个随机过程, 其中 ϕ 是一个 (可测) 函数.
▶ 此时熵率 H(Y) 为多少?
▶ 若 Y1, Y2, · · · , Yn 也构成一个马尔可夫链, 问题就会简单许多.
▶ 但实际情况往往并非如此.
▶ 由于原马尔可夫链是平稳的, 则 Y1, Y2, · · · , Yn 也是平稳的, 从而可以明确
定义熵率.

▶ 若要计算 H(Y), 我们可能会先对每个 n 计算出 H(Yn|Yn−1, · · · , Y1) 的
值, 然后求其极限.

▶ 在实际应用中, 我们希望了解 H(Yn|Yn−1, · · · , Y1) 与 H(Y) 的接近程度.
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引理 4.1

H(Yn|Yn−1, · · · , Y2, X1) ≤ H(Y).
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证明.
对 k = 1, 2, · · · , 有

H(Yn|Yn−1, · · · , Y2, X1) = H(Yn|Yn−1, · · · , Y2, Y1, X1)

= H(Yn|Yn−1, · · · , Y1, X1, X0, X−1, · · · , X−k)

= H(Yn|Yn−1, · · · , Y1, X1, X0, X−1, · · · , X−k, Y0, · · · , Y−k)

≤ H(Yn|Yn−1, · · · , Y1, Y0, · · · , Y−k)

= H(Yn+k+1|Yn+k, · · · , Y1)

两边取极限, 我们知

H(Yn|Yn−1, · · · , Y1, X1) ≤ lim
k

H(Yn+k+1|Yn+k, · · · , Y1)

= H(Y).

从而引理得证.
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引理 4.2

H(Yn|Yn−1, · · · , Y1)−H(Yn|Yn−1, · · · , Y1, X1) → 0.
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证明.
首先注意到

H(Yn|Yn−1, · · · , Y1)−H(Yn|Yn−1, · · · , Y1, X1)

=I(X1;Yn|Yn−1, · · · , Y1)

由互信息的性质, 可得 I(X1;Y1, Y2, · · · , Yn) ≤ H(X1) 且 I(X1;Y1, Y2, · · · , Yn) 随 n 递增. 因
此 lim I(X1;Y1, Y2, · · · , Yn) 存在且满足 limn→∞ I(X1;Y1, Y2, · · · , Yn) ≤ H(X1). 由链式法
则,

H(X1) ≥ lim
n→∞

I(X1;Y1, Y2, · · · , Yn)

= lim
n→∞

n∑
i=1

I(Xi;Yi|Yi−1, · · · , Y1)

=

∞∑
i=1

I(X1;Yi|Yi−1, · · · , Y1).

注意到上面的正项级数收敛, 所以其通项趋于 0, 于是

lim
n→∞

I(X1;Yn|Yn−1, · · · , Y1) = 0,

引理得证.
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定理 4.3

设 X1, X2, · · · , Xn, · · · 为平稳马尔可夫链, 且 Yi = ϕ(Xi), 那么

H(Yn|Yn−1, · · · , Y1, X1) ≤ H(Y) ≤ H(Yn|Yn−1, · · · , Y1)

且

limH(Yn|Yn−1, · · · , Y1, X1) = H(Y) = limH(Yn|Yn−1, · · · , Y1).
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例 5.1

设 Z1, Z2, · · · 为独立同分布的随机变量，服从 {0, 1} 上的均匀分布. 对
于 1 ≤ i ≤ n，设

Xi =

i∑
j=1

Zj .

求 I(X1;X2, X3, · · · , Xn).
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证明.
首先注意到 X1 → X2 → · · · → Xn 构成一个马尔可夫链. (思考：为什么？)
由互信息的链式法则, 我们有

I(X1;X2, X3, · · · , Xn) =

n∑
i=2

I(X1;Xi|X2, · · · , Xi−1)

= I(X1;X2).

= I(Z1;Z1 + Z2)

= H(Z1 + Z2)−H(Z1 + Z2|Z1)

=
3

2
− 1 = 1/2比特.
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