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定义 1.1

关于随机变量 X 的信源编码 C 是从 X 的取值空间 X 到 D∗ 的一个映
射，其中 D∗ 表示 D 元字母表 D 上有限长度的字符串所构成的集合.
用 C(x) 表示 x 的码字并用 l(x) 表示 C(x) 的长度.
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定义 1.2

设随机变量 X 的概率密度函数为 p(x)，定义信源编码 C(x) 的期望长
度 L(C) 为

L(C) =
∑
x∈X

p(x)l(x).

其中 l(x) 表示对应于 x 的码字长度. 并且，对于所有 x ∈ X，令
Vn(x) = 0.
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例 1.3

设随机变量 X 的分布及其码字分配如下：

P{X = 1} = 1
2 � 码字 C(1) = 0

P{X = 2} = 1
4 � 码字 C(2) = 10

P{X = 3} = 1
8 � 码字 C(3) = 110

P{X = 4} = 1
8 � 码字 C(4) = 111

易知 X 的熵 H(X)为 1.75比特，而期望长度 L(C) = El(X)也是 1.75
比特.
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例 1.4: 设

机变量 X 的分布及其码字分配如下：

P{X = 1} = 1
3 � 码字 C(1) = 0

P{X = 2} = 1
3 � 码字 C(2) = 10

P{X = 3} = 1
3 � 码字 C(3) = 11

易知 X 的熵 H(X) 为 log 3 = 1.58 比特，而期望长度 L(C) = El(X)
是 1.67 比特，此时 El(x) > H(x).
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定义 1.5

如果编码将 X 的取值空间中的每个元素映射成 D∗ 中不同的字符串，即

x ̸= x′ ⇒ C(x) ̸= C(x′)

则称这个编码是非奇异的.
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定义 1.6

编码 C 的扩展C∗ 是从 X 上的有限长字符串到 D 上的有限长字符串的
映射，定义为

C(x1x2 · · ·xn) = C(x1)C(x2) · · ·C(xn).
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例 1.7

如果 C(x1) = 00 且 C(x2) = 11，则 C(x1x2) = 0011.
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定义 1.8

如果一个编码的扩展编码是非奇异的，则称该编码是惟一可译的.
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定义 1.9

若码中无任何码字是其它码字的前缀，则称该编码为前缀码或即时码.
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为了说明各类编码之间的不同之处，考虑如下的例子：
X 奇异的 非奇异，但非唯一可译的 唯一可译，但非即时的 即时的
1 0 0 10 0
2 0 010 00 10
3 0 01 11 110
4 0 10 110 111
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下面我们介绍由 Sardinas 和 Patterson 于 1957 年设计出的一种判断唯一可译
码的测试方法.
首先，观察码 C 最短的码字是否是其它码字的前缀. 若是，将其所有可能的
尾随后缀排列出，也就是说将其他码字序列中截去与最短码字相同的前缀部
分，余下所得的序列为尾随后缀，将它们加入到集合 F 中. 而这些尾随后缀
又可能是某些码字的前缀，或者某些码字是这些尾随后缀的前缀，再将由这
些尾随后缀产生的新的尾随后缀列出，加入集合 F . 然后再观察这些新的尾随
后缀是否是某些码字的前缀，或观察有否其他码字是这些新的尾随后缀的前
缀，再将新的尾随后缀列出. 依次下去直到没有一个尾随后缀是码字的前缀或
没有新的尾随后缀产生为止. 这样，首先获得的是由最短的码字能引起的所有
尾随后缀. 接着，按照上述步骤将此短的码字、· · · · · · 所有码字可能产生的尾
随后缀全部列出. 由此得到所有由 C 的可能的尾随后缀组成的集合 F . 如果
集合 F 中没有包含任一码字，则可以判断此码 C 为唯一可译码.
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例 2.1

码 C = {0, 10, 1100, 1110, 1011, 1101} 不是唯一可译码.
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condition for the unique decomposition of coded messages, IRE. Internat. Conv.
Rec. 8 (1953), 104-108.
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定理 3.1: Kraft 不等式

对于 D 元字母表上的即时码（前缀码），码字长度 l1, l2, · · · , lm 必定满
足不等式 ∑

i

D−li ≤ 1

反之，若给定满足以上不等式的一组码字长度，则存在一个相应的即时
码，其码字长度就是给定的长度.
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证明.
考虑每一节点均含 D 个子节点的 D 叉树. 假定树枝代表码字的字符. 例如，
源于根节点的 D 条树枝代表着码字第一个字符的 D 个可能值. 另外，每个码
字均由树的一片叶子表示. 因此，始于根节点的路径可描绘出码字中的所有字
符. 码字的前缀条件表明树中无一码字是其他任一码字的祖先. 因而，在这样
的编码树中，每一码字都去除了其可能成为码字的所有后代.
令 lmax 为码字集中最长码字长度. 考虑在树中 lmax 层的所有节点，可知其中
有些是码字，有些是码字的后代，而另外的节点不是码字，也不是码字的后
代. 在树中 li 层的码字拥有 lmax 层中的 Dlmax−li 个后代. 所有这些后代互不
相交. 而且，这些集合中的总结点数必定不超过 Dlmax . 因此，对所有码字求
和，可得 ∑

Dlmax−li ≤ Dlmax .

于是 ∑
D−li ≤ 1,

这就是 Kraft 不等式.
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证明.
反之，若给定任意一组满足 Kraft 不等式的码字长度 l1, l2, · · · , lm，总可以构
造出如下的一个编码树：将第一个深度为 l1 的节点（依字典序）标为码字 1，
同时去除其所有后代. 然后在剩余的节点中找出第一个深度为 l2 的节点，将
其标为码字 2，同时去除树中所有属于它的所有后代，等等. 按此方法继续下
去，则可构造出一个码字长度为 l1, l2, · · · , lm 的前缀码.
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定理 3.2: 推广的 Kraft 不等式

对任意构成前缀码的可数无限码字集，码字长度也满足推广的 Kraft 不
等式：

∞∑
i=1

D−li ≤ 1.

反之，若给定任意满足推广的 Kraft 不等式的 l1, l2, · · ·，则可构造出具
有相应码长的前缀码.
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证明.
我们不妨设 D 元字母表为 {0, 1, · · · , D − 1}，第 i 个码字为 y1y2 · · · yli . 记
0.y1y2 · · · yli 是以 D 进制表示的实值小数，即

0.y1y2 · · · yli =
li∑

j=1

yjD
−j .

由此，这个码字对应一个区间

[0.y1y2 · · · yli , 0.y1y2 · · · yli +
1

Dli
),

这是一个实数集合，集合中的所有数的 D 进制展开都以 0.y1y2 · · · yli 开始.
由前缀条件我们知所有这些区间互不相交. 因此，它们的区间长度总和小于或
等于 1. 因此我们证明了

∞∑
i=1

D−li ≤ 1.
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证明.
反之，和有限情形类似。首先将长度下表重新排列，使得 l1 ≤ l2 ≤ · · · . 然后
从单位区间的左端开始，依次进行分配，即可获得满足条件的码字集. 例如，
如果想构造一个二元编码使得 li = i, i = 1, 2, · · ·，那么将区间
[0, 12), [12 ,

3
4), · · · 分配给字符，使其对应码字为 0, 10, · · · .
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前面我们已经证明了满足前缀条件的任何一个码字集合满足 Kraft 不等式，并
且当一组码字长度集合满足 Kraft 不等式时，存在这样的码字集，它们的长度
集合正好就是给定的长度集合. 下面我们来考虑求解前缀码的最小期望长度问
题.
由前面的讨论我们知该问题等价于寻找一个前缀码，它的码字长度集合满足
Kraft 不等式，其码字期望长度 l =

∑
pili 达到最小. 这就化为了一个最优化

的问题：在所有整数 l1, l2, · · · , lm 上，最小化

L =
∑

pili

其约束条件为 ∑
D−li ≤ 1.
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先利用微积分的知识做一个简单的分析，以此说明达到最小值时 l∗ 应具有的
形式. 取消 li 必须是整数的限制，并假定约束条件中的等号成立. 于是，利用
拉格朗日乘子法，将带约束的最小化问题转化为求

J =
∑

pili + λ(
∑

D−li)

的最小化问题. 关于 li 求微分，可得
∂J

∂li
= pi − λD−li lnD.

令偏导数为 0，得
D−li =

pi
λ lnD

.

将此代入约束条件中以求得合适的 λ，可得 λ = 1/ lnD，因而 pi = D−li . 即
最优码长为

l∗i = − logD pi.

若可以取码字长度为非整数，则此时的期望码字长度为

L∗ =
∑

pil
∗
i = −

∑
pi logD pi = HD(X).
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定理 4.1

随机变量 X 的任一 D 元即时码的期望长度必定大于等于熵 HD(X)，
即

L ≥ HD(X)

当且仅当 D−li = pi，等号成立.
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证明.
我们将期望长度与熵的差写成如下形式

L−HD(X) =
∑

pili −
∑

pi logD
1

pi

= −
∑

pi logD D−li +
∑

pi logD pi

设 ri = D−li/
∑

j D
−lj , c =

∑
D−li，由相对熵的非负性以及 c ≤ 1(利用

Kraft 不等式)，可得

L−HD(X) =
∑

pi logD
pi
ri

− logD c

= D(p∥r) + logD
1

c
≥ 0.

因此，L ≥ H，当且仅当 pi = D−li(即对所有的 i，− logD pi 为整数)，等号成
立.
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定义 4.2

对于某个 n，如果概率分布的每一个概率值均等于 D−n. 则称这个概率
分布是D 进制的.

因此，当且仅当 X 的分布是 D 进制的，上述定理等号成立.
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定理 4.3

设 l∗1, l
∗
2, · · · , l∗m 是关于信源分布 p 和一个 D 元字母表的一组最优码长，

L∗ 为最优码的相应期望长度（L∗ =
∑

pil
∗
i），则

HD(X) ≤ L∗ < HD(X) + 1.
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证明.
设 li = ⌈logD 1

pi
⌉，则 li 满足 Kraft 不等式且

HD(X) ≤ L =
∑

pili < HD(X) + 1.

但由于 L8 时最优码的期望长度，它不大于 L =
∑

pili. 再由定理4.1可知
L∗ ≥ HD，从而得证.
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定义 Ln 为每输入字符期望码字长度，也就是说，如果设 l(x1, x2, · · · , xn) 是
与 (x1, x2, · · · , xn) 相应的二进制码字长度 (为简便起见，在本小节余下的部
分，假定 D = 2)，则

Ln =
1

n
p(x1, x2, · · · , xn)l(x1, x2, · · · , xn) =

1

n
El(X1, X2, · · · , Xn).

将前面推导的界应用于此时的编码，有

H(X1, X2, · · · , Xn) ≤ El(X1, X2, · · · , Xn) < H(X1, X2, · · · , Xn) + 1.

若 X1, X2, · · · , Xn 是独立同分布的，因此
H(X1, X2, · · · , Xn) =

∑
H(Xi) = nH(X). 上式两边同除以 n，得

H(X) ≤ Ln < H(X) +
1

n
.

因此，通过足够大的分组长度，可以获得一个编码，可以使其每字符期望码长
任意地接近熵.
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若此随机过程不是独立同分布的，我们亦然可以类似讨论，我们有估计

H(X1, X2, · · · , Xn) ≤ El(X1, X2, · · · , Xn) < H(X1, X2, · · · , Xn) + 1.

上式两边同时除以 n，且定义 Ln 为每字符期望描述长度，可得

H(X1, X2, · · · , Xn)

n
≤ Ln <

H(X1, X2, · · · , Xn)

n
+

1

n
.

如果随机过程是平稳的，则 H(X1, X2, · · · , Xn)/n → H(X ). 于是我们有如下
定理.
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定理 4.4

每字符最小期望码字长满足

H(X1, X2, · · · , Xn)

n
≤ L∗

n <
H(X1, X2, · · · , Xn)

n
+

1

n
.

进一步，若 X1, X2, · · · , Xn 是平稳随机过程，则

L∗
n → H(X ).

其中 H(X ) 为随机过程的熵率.
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最后我们讨论当面对的对象非真实分布时，期望描述长度会变得怎么样？下
面考虑概率密度函数 q(x) 的香农编码，相应的码长为 l(x) = ⌈log 1

q(x)⌉. 假定
真实分布的概率密度函数是 p(x).

定理 4.5: 偏码

码字长度分配 l(x) = ⌈log 1
q(x)⌉ 关于 p(x) 的期望码长满足

H(p) +D(p∥q) ≤ Epl(X) < H(p) +D(p∥q) + 1.
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最后我们讨论当面对的对象非真实分布时，期望描述长度会变得怎么样？下
面考虑概率密度函数 q(x) 的香农编码，相应的码长为 l(x) = ⌈log 1

q(x)⌉. 假定
真实分布的概率密度函数是 p(x).

定理 4.6: 偏码

码字长度分配 l(x) = ⌈log 1
q(x)⌉ 关于 p(x) 的期望码长满足

H(p) +D(p∥q) ≤ Epl(X) < H(p) +D(p∥q) + 1.



第 7 讲 信源编码

有关编码的几个例
子

唯一可译码的判断
法

Kraft 不等式

最优码
最优码长的界

惟一可译码的
Kraft 不等式

证明.
期望码长为

El(x) =
∑
x

p(x)⌈log 1

q(x)
⌉

<
∑
x

p(x)(log 1

q(x)
+ 1)

=
∑
x

p(x) log p(x)

q(x)

1

p(x)
+ 1

=
∑
x

p(x) log p(x)

q(x)
+
∑
x

p(x) log 1

p(x)
+ 1

D(p∥q) +H(p) + 1.

类似地，可以得到期望码长的下界.
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定理 5.1: McMillan

任意惟一可译的 D 元码的码字长度必然满足 Kraft 不等式∑
D−li ≤ 1.

反之，若给定满足上述不等式的一组码字长度，则可以构造出具有同样
码字长度的惟一可译码.
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证明.
考虑编码 C 的 k 次扩展 Ck （即原先惟一可译码 C 的 k 次串联所形成的码）
. 由惟一可译的定义，该码的 k 次扩展是非奇异的. 由于所有长度为 n 的不同
D 元串的数目仅为 Dn，故由惟一可译性可知，在码的 k 次扩展中，长度为 n
的码序列数目必定不超过 Dn. 由此讨论我们来证明 Kraft 不等式.
设字符 x ∈ X 所对应的码字长度记为 l(x). 对于扩展码，码序列的长度为

l(x1, x2, · · · , xk) =
k∑

i=1

l(xi).

我们的目标是要证明 ∑
x∈X

D−l(x) ≤ 1.
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证明.
我们考虑上式左边的 k 次方，从而有

(
∑
x∈X

D−l(x))k =
∑
x1∈X

∑
x2∈X

· · ·
∑
xk∈X

D−l(x1)D−l(x2) · · ·D−l(xk)

=
∑

x1,x2,··· ,xk∈Xk

D−l(x1)D−l(x2) · · ·D−l(xk)

=
∑

xk∈Xk

D(xk).

我们将上式右边按字符长度重新求和，有

∑
xk∈Xk

D(xk) =

klmax∑
m=1

a(m)D−m,

其中 lmax 是最大词长，a(m) 为编码后码长为 m 的 xk 的个数.
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证明.
由码的惟一可译性，我们有 a(m) ≤ Dm，从而我们有

(
∑
x∈X

D−l(x))k =

klmax∑
m=1

a(m)D−m

≤
klmax∑
m=1

DmD−m

= klmax,

从而 ∑
j

D−lj ≤ (klmax)
1/k.

由于上式对任意 k 成立，当 k → ∞ 时上式也成立. 由于 (klmax)
1/k → 1，我们有∑

x∈X
D−l(x) ≤ 1.

从而我们有 Kraft 不等式.
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推论 5.2

可数无限字母表 X 上的一个唯一可译码也满足 Kraft 不等式.
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证明.
由于惟一可译码的任一子集也是惟一可译码，因此无限码字集的有限子集亦
满足 Kraft 不等式，故

∞∑
i=1

D−li = lim
N→∞

N∑
i=1

D−li ≤ 1.

反过来，给定满足 Kraft 的一组码字长度我们可以构造出相应的即时码，由于
即时码是唯一可译的，所以我们就得到了所需要的唯一可译码. 因而，
McMillan 定理对于无限字母表情形同样成立.
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