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1952 年赫夫曼提出一种构造最佳码的方法称为赫夫曼码.
下面首先给出二元赫夫曼码的编码方法，它的编码步骤如下：

1. 将 q 个信源符号按概率分布 P (si) 的大小，以递减次序排列起来，设

p1 ≥ p2 ≥ p3 ≥ · · · ≥ pq.

2. 将 0 和 1 分别分配给概率最小的两个信源符号，并将这两个概率最小的
信源符号合并成一个新符号，并用这两个最小概率之和作为新符号的概
率，从而得到只包含 q − 1 个符号的新信源，称为信源 S 的缩减信源 S1.

3. 把缩减信源 S1 的符号仍按概率大小以递减依次序排列，再将其最后两个
概率最小的符号合并成一个新符号，并分别用 0 和 1 码符号表示，这样
得到了 q − 2 个符号的缩减信源 S2.

4. 依次继续下去，直至缩减信源最后只剩两个符号为止. 将这最后两个符号
分别用 0 和 1 码符号表示. 最后这两个符号的概率之和必为 1. 然后从最
后一级缩减信源开始，依编码路径由后向前返回，就得到各信源符号所
对应的码符号序列，即得对应的码字.
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上面我们讨论了二元赫夫曼码，它的编码方式同样可以推广到 r 元编码中来.
不同的只是把 r 个符号（概率最小的）合并成一个新信源信号，并分别用
0, 1, · · · , (r − 1) 等码元表示. 为了使短码得到充分利用，使平均码长最短，必
须使最后一步的缩减信源有 r 个信源符号. 因此对于 r 元编码，信源 S 的符
号个数 q 必须满足

q = (r − 1)θ + r.

式中，θ 表示缩减的次数，(r − 1) 为每次缩减所减少的信源符号个数. 对于二
元码，信源符号个数 q 必须满足

q = θ + 2.

可见对于二元码，q 等于任意正整数时，总能找到一个 θ 满足上式. 而对于 r
元码，则不一定. 此时我们不妨虚设 t 个信源符号 sq+1, sq+2, · · · , sq+t 并使它
们对应的概率为零，即 pq+1 = pq+2 = · · · = pq+t = 0. 此时，
q + t = (r − 1)θ + r.
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赫夫曼码的优点：
▶ 赫夫曼码的编码方法保证了概率大的符号对应于短码，概率小的符号对
应于长码，充分利用了短码；

▶ 缩减信源的最后两个码字总是最后一位不同，从而保证了赫夫曼码是即
时码.
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赫夫曼码的缺点：
▶ 每个信源符号所对应的码长不同. 一般情况下，信源符号以恒定速度输
出，信道也是恒速传输的. 通过编码后，会造成编码输出每秒的比特数不
是常量，因而不能直接由信道来传送.

▶ 信源符号与码字之间不能用某种有规律的数学方法对应起来.
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从赫夫曼码的编码过程可以看出，赫夫曼码的编码方式得到的码一定是即时
码，因为这种编码方法不会使任一码字的前缀为码字.
注意到赫夫曼码编码方法得到的码并非使唯一的. 首先因为，每次对缩减信源
最后两个概率最小的符号，用 0 和 1 码是任意的，所以可以得到不同的码.
但它们只是码字的具体形式不同，而其码长 li 不变，平均码长 L̄ 也不变，所
以没有本质差别. 其次，若当缩减信源中缩减合并的符号的概率与其他信源符
号概率相同时，从编码方法上来说，它们概率次序的排列哪个在前哪个在后
是没有区别的，但得到的码使不同的赫夫曼码. 对于这两种码，他们的码长 li
各不同，然而平均码长 L̄ 是相同的.
那么，在这些不同的码中，选哪一个码好呢？我们引进码字长度 li 偏离平均
长度 L̄ 的方差 σ2，即

σ2 = E[(li − L̄)2] =

q∑
i=1

Pi(li − L̄)2.

当方差 σ2 比较小时，码序列长度变化比较小，相对来说效果会更好.
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引理 4.1

对于任意一个分布，必然存在满足如下性质的一个即时最优码（即有最
小期望长度）：

1. 其长度序列与按概率分布列排列的次序相反，即，若 pj > pk，则
lj ≤ lk.

2. 最长的两个码字具有相同的长度.
3. 最长的两个码字在最后一位上有所差别，且对应于两个最小可能发
生的字符.
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证明.
考虑一个最优码 Cm：
▶ 若 pj > pk，则 lj ≤ lk. 此时通过交换码字即可得此结论.
设 C ′

m 为将 Cm 中的码字 j 和 k 交换所得到的编码，则

L(C ′
m)− L(Cm) =

∑
pil

′
i −

∑
pili

= pjlk + pklj − pjlj − pklk
= (pj − pk)(lk − lj).

但 pj − pk > 0，由于 Cm 是最优的，可得 L(C ′
m)− L(Cm) ≥ 0，故必有

lk ≥ lj . 从而最优码本身 Cm 必定满足性质 1.
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证明.
▶ 最长的两个码字具有相同的长度.
通过修建码字获得结论. 如果两个码字最长码长度不相同，那么将较长的
码字最后一位删除，它仍可保持前缀性质，但此时具有更短的期望码字
长. 因此，最长的两个码字长度必定相等. 由性质 1 我们知，最长的码字
对应于那些最小可能发生的符号信源字符.

▶ 两个最长码仅在最后一位有所差别，并且分别对应两个最小可能发生的
信源字符.
并非所有的最优码都满足这个性质，但通过重排可以获得满足该性质的
最优码. 如果存在长度最长的码字，则删除码字的最后一位，所得的码字
仍然满足前缀性质. 从而期望的码字长度有所减小，这与编码的最优性矛
盾. 因此，在任何一个最优编码中，最大长度码字有兄弟.

总之，我们已证明：若 p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pm，则存在长度列为
l1 ≤ l2 ≤ · · · ≤ lm−1 = lm 的一个最优码，且码字 C(xm−1) 和 C(xm) 仅最后
一位有所区别.
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满足上述引理的最优码我们称之为典则码. 对于 m 个字符上的概率密度函数
p = (p1, p2, · · · , pm), p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pm，我们定义其 m− 1 个字符上的赫夫
曼合并为 p′ = (p1, p2, · · · , pm−1 + pm). 用 C∗

m−1(p′) 表示 p′ 的最优码，而用
C∗
m(P) 表示 p 的典则最优码.

定理 4.2

赫夫曼码是最优的，即如果 C∗ 为赫夫曼码而 C ′ 为其他码，则有
L(C∗) ≤ L(C ′).
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证明.
我们利用归纳法，对信源的字符个数做归纳. 当信源有一个和两个字符时，显
然赫夫曼码是最优的. 下面我们假设对于 m− 1 个字符的信源，赫夫曼码是最
优的. 对于 m 个字符上的概率密度函数
p = (p1, p2, · · · , pm), p1 ≥ p2 ≥ · · · ≥ pm，我们定义其 m− 1 个字符上的赫夫
曼合并为 p′ = (p1, p2, · · · , pm−1 + pm). 用 C∗

m−1(p′) 表示 p′ 的最优码，而用
C∗
m(P) 表示 p 的典则最优码. 记 L∗(p) 和 L∗(p′) 为对应的概率密度函数所对
应的最优码平均码长.
基于 p′ 的赫夫曼码我们可以构造一个对应 m 字符信源的编码：取 C∗

m−1 中
的权重为 pm−1 + pm 的码字，对其进行扩展，在尾部加 0 形成字符 m− 1 相
应码字，加 1 形成字符 m 的相应码字. 由此得到的新码是对应的赫夫曼码，
码字平均长度为

L(P) = L∗(p′) + pm−1 + pm.
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证明.
另外，我们从 p 的典则码出发，将两个最小概率 pm−1 和 pm 对应的字符
m− 1 和 m 合并，可以构造关于分布 p′ 的新码，其平均长度为

L(p′) = L∗(p)− pm−1 − pm.

于是
(L(p′)− L∗(p′)) + (L(p))− L∗(p)) = 0

而由最优码有最短的平均码字，故我们有 L(p) = L∗(p). 从而我们知上面得到
的 m 元字符信源的赫夫曼码是最优码.
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不失一般性，假定取 X = {1, 2, · · · ,m}. 假设对所有的 x，有 p(x) > 0. 定义
累积分布函数 F (x) 为

F (x) =
∑
a≤x

p(a).

考虑修正的累积分布函数

F̄ (x) =
∑
a<x

p(a) +
1

2
p(x).
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由于所有的概率值是正的，若 a ̸= b，则 F̄ (a) = F̄ (b). 若已知 F̄ (x)，则可以
确定 x. 故 F̄ (x) 可以作为 x 的编码. 但是在一般情况下，F̄ (x) 是一个无理
数，其需要无限多比特才能表示. 所以使用 F̄ (x) 的精确值作为对 x 的编码并
非切实可行. 那么如果我们要使用近似值，那么需要精确到什么程度呢？
假定将 F̄ (x) 舍入取 l(x) 位（记为 ⌊F̄ (x)⌋l(x)）. 于是，取 F̄ (x) 的前 l(x) 位
作为 x 的码. 由舍入定义，可得

F̄ (x)− ⌊F̄ (x)⌋l(x) <
1

2l(x)
.

若 l(x) = ⌈log 1
p(x)⌉+ 1，则

1

2l(x)
<

p(x)

2
= F̄ (x)− F (x− 1).

于是 ⌊F̄ (x)⌋l(x) 和 ⌊F̄ (x− 1)⌋l(x) 不同. 从而，使用 l(x) 比特足以表示 x.
这里除了要求码字和字符一一对应之外，还需要码字集是无前缀的. 为验证该
编码是否为前缀码是否为前缀码，考虑每个码字 z1z2 · · · zl，注意到它实际上
代表的不是一个点，而是一个区间 [0.z1z2 · · · zl, 0.z1z2 · · · zl + 1

2l
]. 码是无前缀

的当且仅当码字对应的区间互不相交.
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下面我们来证明上述码字集合无前缀. 对应任意码字的区间长度为 2−l(x)，由
(20) 可知所有区间长度均小于 x 对应的阶梯高度的 1/2. 区间的下端位于对
应阶梯的下一半中，于是区间的上端位于对应阶梯的顶部之下，故而在累积
分布函数之中，任一码字对应的区间都真包含于相应字符所对应的阶梯中. 所
以不同码字对应的区间不相交，于是我们知此码是无前缀的. 注意，该程序没
有要求字符按其概率大小顺序排列.
我们可以计算编码的期望长度：

L =
∑
x

p(x)l(x) =
∑
x

p(x)(⌈log 1

p(x)
⌉+ 1) < H(X) + 2.

因此，该编码方案的期望码长不会超过熵值 2 比特.
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定理 6.1

设 l(x) 为香农码的相应码字长度，而 l′(x) 表示其他唯一可译码的相应
码字长度. 则

P (l(X) ≥ l′(X) + c) ≤ 1

2c−1
.
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证明.

P (l(X) ≥ l′(X) + c) = P (⌈log 1

p(X)
⌉ ≥ l′(X) + c)

≤ P (log 1

p(X)
≥ l′(X) + c− 1)

= P (p(X) ≤ 2−l′(X)−c+1)

=
∑

x:p(x)≤2−l′(x)−c+1

p(x)

≤
∑

x:p(x)≤2−l′(x)−c+1

2−l′(x)−(c−1)

≤
∑
x

2−l′(x)2−(c−1)

≤ 2−(c−1).

最后一步我们用到了 Kraft 不等式.
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定理 6.2

对二进制概率密度函数 p(x)，设 l(x) = log 1
p(x) 为信源的二维香农码的

码字长度，l′(x) 为信源任何其他唯一可译二元码的码字长度. 则

P (l(X) < l′(X)) ≥ P (l(X) ≥ l′(X)).

当且仅当对所有的 x，有 l′(x) = l(x) 等号成立. 于是码长分配 l(x) =
log 1

p(x) 是唯一竞争最优的.
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证明.
定义函数 sgn(t) 如下：

sgn(t) =


1 当t > 0
0 当t = 0

−1 当t < 0

我们不难看出
sgn(t) ≤ 2t − 1, t = 0,±1,±2, · · ·
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证明.
于是我们可以得到

P{l′(X) < l(X)} − P{l′(X) > l(X)} =
∑

x:l′(x)<l(x)

p(x)−
∑

x:l′(x)>l(x)

p(x)

=
∑
x

p(x)sgn(l(x)− l′(x))

= Esgn(l(X)− l′(X))

≤
∑
x

p(x)(2l(x)−l′(x) − 1)

=
∑
x

2−l(x)(2l(x)−l′(x) − 1)

=
∑
x

2−l′(x) −
∑
x

2−l(x)

=
∑
x

2−l′(x) − 1 ≤ 1− 1 = 0.

讨论上面不等式等号成立的条件我们知当且仅当对所有的 x，有 l′(x) = l(x) 等号成
立.
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推论 6.3

对于非二进的概率密度函数，

E sgn(l(x)− l′(x)− 1) ≤ 0.

其中 l(x) = ⌈log 1
p(x)⌉，l′(x) 为信源其他任何一个编码.
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例 7.1

设 Z1, Z2, · · · 为独立同分布的随机变量，服从 {0, 1} 上的均匀分布. 对
于 1 ≤ i ≤ n，设

Xi =

i∑
j=1

Zj .

求 I(X1;X2, X3, · · · , Xn).
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证明.
首先注意到 X1 → X2 → · · · → Xn 构成一个马尔可夫链. (思考：为什么？)
由互信息的链式法则, 我们有

I(X1;X2, X3, · · · , Xn) =

n∑
i=2

I(X1;Xi|X2, · · · , Xi−1)

= I(X1;X2).

= I(Z1;Z1 + Z2)

= H(Z1 + Z2)−H(Z1 + Z2|Z1)

=
3

2
− 1 = 1/2比特.
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例 7.2

设 X1 → X2 → X3 → X4 构成一个马尔科夫链. 证明：

I(X1;X3) + I(X2;X4) ≤ I(X1;X4) + I(X2;X3).
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证明.
注意到

I(X1;X3, X4) = I(X1;X3) + I(X1;X4|X3)

= I(X1;X4) + I(X1;X3|X4)

于是
I(X1;X4)− I(X1;X3) = I(X1;X4|X3)− I(X1;X3|X4).

类似地,

I(X2;X3)− I(X2;X4) = I(X2;X3|X4)− I(X2;X4|X3).

从而我们有

I(X1;X4) + I(X2;X3)− I(X1;X3) + I(X2;X4)

=I(X1;X4|X3)− I(X1;X3|X4) + I(X2;X3|X4)− I(X2;X4|X3).
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证明.
又由

I(X1;X2;X4|X3) = I(X1;X4|X3) + I(X2;X4|X1, X3)

I(X2;X4|X3) + I(X1;X4|X2, X3),

以及

I(X1, X2;X3|X4) = I(X1;X3|X4) + I(X2;X3|X1, X4)

= I(X2;X3|X4) + I(X1;X3|X2, X4),

我们知

I(X1;X4) + I(X2;X3)− I(X1;X3) + I(X2;X4)

=I(X1;X4|X2, X3)− I(X2;X4|X1, X3) + I(X2;X3|X1, X4)− I(X1;X3|X2, X4)

=I(X2;X3|X1, X4) ≥ 0,

从而得证.
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