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定义 1.1

服从分布 p(x, y) 的联合典型序列{{xn, yn}} 所构成的集合 A
(n)
ϵ 是指其

经验熵与真实熵 ϵ 接近的 n 长序列构成的集合，即：

A
(n)
ϵ = {(xn, yn) ∈ X n × Yn :

| − 1
n log p(xn)−H(X)| < ϵ,

| − 1
n log p(yn)−H(Y )| < ϵ,

| − 1
n log p(xn, yn)−H(X,Y )| < ϵ}

其中

p(xn, yn) =

n∏
i=1

p(xi, yi).
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定理 1.2: 联合 AEP

设 (Xn, Y n) 为服从 p(xn, yn) =
∏n

i=1 p(xi, yi) 的 i.i.d. 的 n 长序列，那
么：
▶ 对任意 ϵ > 0，当 n 充分大时，有 P ((Xn, Y n) ∈ A

(n)
ϵ ) > 1− ϵ.

▶ |A(n)
ϵ | ≤ 2n(H(X,Y )+ϵ).

▶ 如果 (X̃n, Ỹ n) ∼ p(xn)p(yn)，即 X̃n 与 Ỹ n 是独立的且与
p(xn, yn) 有相同的边际分布，那么

P{(X̃n, Ỹ n) ∈ A(n)
ϵ ) ≤ 2−n(I(X;Y )−3ϵ).

而且，对于充分大的 n，

P{(X̃n, Ỹ n) ∈ A(n)
ϵ ) ≥ (1− ϵ)2−n(I(X;Y )+3ϵ).
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证明.
1. 首先我们来证明，包含在典型集中的序列具有很高的概率. 由弱大数定律，

− 1

n
logP (Xm) → −E[log p(X)] = H(X) 依概率.

因此，给定 ϵ > 0，存在 n1，使得对于任意 n > n1，使得对于任意 n > n1，

P (| − 1

n
log p(Xn)−H(X)| ≥ ϵ) <

ϵ

3
.

类似地，由弱大数定律，我们有

− 1

n
log p(Y n) → −E[log p(Y )] = H(Y ) 依概率,

以及
− 1

n
log p(Xn, Y n) → −E[log p(X,Y )] = H(X,Y ) 依概率.
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证明.
从而，存在 n2 和 n3，使得对任意 n ≥ n2，

P (| − 1

n
log p(Y n)−H(Y )| ≥ ϵ) <

ϵ

3
.

以及对任意 n ≥ n3，

P (| − 1

n
log p(Xn, Y n)−H(X,Y )| ≥ ϵ) <

ϵ

3
.

选取 n > max(n1, n2, n3)，则我们知

P ((Xn, Y n) ∈ A(n)
ϵ ) ≥1− P (| − 1

n
log p(Xn)−H(X)| ≥ ϵ| ≥ ϵ)

− P (| − 1

n
log p(Y n)−H(Y )| ≥ ϵ| ≥ ϵ)

− P (| − 1

n
log p(Xn, Y n)−H(X,Y )| ≥ ϵ| ≥ ϵ)

>1− ϵ

从而定理的第一部分得证.
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证明.
2. 为证明定理的第二部分，我们注意到

1 =
∑

p(xn, yn)

≥
∑
A

(n)
ϵ

p(xn, yn)

≥ |A(n)
ϵ |2−n(H(X,Y )+ϵ).

因此，|A(n)
ϵ | ≤ 2n(H(X,Y )+ϵ).
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证明.
3. 现在，如果 X̃n 和 Ỹ n 相互独立，但是与 Xn 和 Y n 分别具有相同的边际
分布，那么

P{(X̃n, Ỹ n) ∈ A(n)
ϵ ) =

∑
(xn,yn)∈A(n)

ϵ

p(xn)p(yn)

≤ 2n(H(X,Y )+ϵ)2−n(H(X)−ϵ)2−n(H(Y )−ϵ)

= 2−n(I(X;Y )−3ϵ).

对充分大的 n，P (A
(n)
ϵ ) ≥ 1− ϵ，因此

1− ϵ ≤
∑

(xn,yn)∈A(n)
ϵ

p(xn, yn)

≤ |A(n)
ϵ |2−n(H(X,Y )−ϵ)
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证明.
以及

|A(n)
ϵ | ≥ (1− ϵ)2n(H(X,Y )−ϵ).

和上界讨论的估计类似，我们可以证明，对于充分大的 n，有

P ((X̃n, Ỹ n) ∈ A(n)
ϵ ) =

∑
(xn,yn)∈A(n)

ϵ

p(xn)p(yn)

≥ (1− ϵ)2n(H(X,Y )−ϵ)2−n(H(X)+ϵ)2−n(H(Y )+ϵ)

= (1− ϵ)2−n(I(X;Y )+3ϵ).
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定理 2.1: 信道编码定理

对于离散无记忆信道，小于信道容量 C 的所有码率都是可达的. 具体来
说，对任意码率 R < C，存在一个 (2nR, n) 码序列，它的最大误差概率
为 λ(n) → 0.
反之，任何满足 λ(n) → 0 的 (2nR, n) 码序列必定有 R ≤ C.
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证明.
我们在这一节证明可达性，逆定理的证明放在后面.
固定 p(x)，根据分布 p(x) 随机生成一个 (2nR, n) 码. 具体来说，根据分布

p(xn) =

n∏
i=1

p(xi)

独立生成 2nR 个码字，将它们作为信息 {1, · · · ,M} 的编码. 将 2nR 个码字展
开为矩阵的行：

C =

 x1(1) x2(1) · · · xn(1)
... ... . . . ...

x1(2
nR) x2(2

nR) · · · xn(2
nR)


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该矩阵的每一项都是依据 i.i.d. 服从 p(x) 生成的，即
P (Xn(w) = xn) =

∏n
i=1 p(xi) 且 Xn(w) 是独立的，其中 w ∈ {1, · · · ,M}. 依

次我们生成一个特定码 C 的概率就是

P (C) = P (Xn(w) = x1(w)x2(w) · · ·xn(w), w ∈ {1, 2, · · · ,M}) (2.1)

=

2nR∏
w=1

n∏
i=1

p(xi(w)). (2.2)
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证明.
我们考虑下面的系列事件：

1. 如2.1所示，按分布 p(x) 生成一个码簿 C.
2. 我们将码簿 C 告诉发送者和接收者，并且假定两者都知道该信道的信道
转移矩阵 p(y|x).

3. 依如下的均匀分布选取一条消息 W

P (W = w) = 2−nR, w = 1, 2, · · · , 2nR.

4. 第 w 个码字 Xn(w) 是 C 的第 w 行，通过该信道被发送.
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证明.
5. 接收者收到的序列 Y n 服从分布

p(yn|xn(w)) =

n∏
i=1

p(yi|xi(w)).

6. 接收者猜测所发送的消息是什么. 如果满足下面两个条件，则接收者认为 Ŵ 就
是所发送的下标.
▶ (X(Ŵ ), Y n) 是联合典型的.
▶ 不存在其他的下标 W ′ ̸= Ŵ 满足 (Xn(W ′), Y n) ∈ A

(n)
ϵ .

如果这样的 Ŵ 不存在，或者有超过一个这样的 Ŵ，则断言发生了错误 (在这种
情况下，假定接收者给出一个哑下标，例如 0).

7. 如果 Ŵ ̸= W，则说明译码错误，我们记事件 {Ŵ (Y n) ̸= W} 为 E .
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证明.
下面我们来计算误差概率. 设 W 服从 {1, 2, · · · , 2nR 上的均匀分布，并用上
面的译码方法得到 Ŵ (yn). 设 E = {Ŵ (Y n) ̸= W} 表示误差事件. 现在计算
平均误差概率，也就是

P (E) =
∑
C

P (C)P (n)
e (C)

=
∑
C

P (C) 1

2nR

2nR∑
w=1

λw(C)

=
1

2nR

2nR∑
w=1

∑
C

P (C)λw(C).
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证明.
注意到对每个编码 C，我们可以将 C 的第 1 行和第 i 行对换，得到一个新码
字 C′. 这时 P (C) = P (C′)，而 λ1(C) = λw(C′)，对 C 求和，则 C′ 也遍历所有
码簿，从而 ∑

C
P (C)λ1(C) =

∑
C′

P (C′)λw(C′).

从而我们有
P (E) =

∑
C

P (C)λ1(C) = P (E|W = 1).

定义下列事件：

Ei = {(Xn(i), Y n)在A(n)
ϵ 中}, i ∈ {1, 2, · · · , 2nR}.

Ei 表示第 i 个码字与 Y n 为联合典型的这一事件.
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证明.
如果 EC

1 发生，或者 E2 ∪ E3 ∪ · · · ∪ E2n 发生，则译码会发生错误. 反过来，
若译码错误，则 EC

1 , E2, E3, · · · , E2n 中必有一个发生. 于是

P (E) = P (E|W = 1)

= P (Ec
1 ∪ E2 ∪ E3 ∪ · · · ∪ E2nR |W = 1)

= P (Ec
1|W = 1) +

2nR∑
i=2

P (Ei|W = 1).

由联合 AEP 的性质，我们知当 n 充分大时，

P (Ec
1|W = 1) ≤ ϵ.
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证明.
从编码的过程我们知 Xn(1) 和 Xn(i)(i ̸= 1) 是独立的，所以 Y n 与 Xn(i) 也
是独立的. 因此，根据联合 AEP 的性质，Xn(i) 与 Y n 是联合典型的概率
≤ 2−n(I(X;Y )−3ϵ). 从而，如果 n 充分大且 R < I(X;Y )− 3ϵ 时，

P (E) = P (E|W = 1) ≤ P (Ec
1|W = 1) +

2nR∑
i=2

P (Ei|W = 1)

≤ ϵ+

2nR∑
i=2

2−n(I(X;Y )−3ϵ)

= ϵ+ (2nR − 1)2−n(I(X;Y )−3ϵ)

≤ ϵ+ 23nϵ2−n(I(X;Y )−R)

≤ 2ϵ.

因此，如果 R < I(X;Y )，对于任意 ϵ > 0，可以适当选取 n，使得平均误差
概率不超过 2ϵ.
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证明.
为完成证明，我们需要进行下面一系列操作：

▶ 我们将证明中的 p(x) 换成 p∗(x)，即达到信道容量时关于 X 的分布. 此时，条件
R < I(X;Y ) 可以由可达性条件 R < C 所替代.

▶ 去除码簿上的平均. 由于所有的码簿上的平均误差概率比较小，所以存在一个码簿 C∗ 具
有较小的平均误差概率. 于是 P

(n)
e (E|C∗) ≤ 2ϵ. 同时我们注意到

P (E|C∗) =
1

2nR

2nR∑
i=1

λi(C∗).

▶ 抛弃最佳码簿 C∗ 中最差的一半码字. 由于这个码字的算术平均误差概率 Pn
e (C∗) 小于

2ϵ，我们有
P (E|C∗) ≤ 1

2nR

∑
λi(C∗) ≤ 2ϵ.

这说明至少有一半的下标 i 及其对应的码字 Xn(i) 的条件误差概率 λi 小于 4ϵ(否则，这
些码字本身的和就将大于 2ϵ). 因此，所有码字中最佳的一半的最大误差概率必定小于
4ϵ. 码字总数有 2nR−1 个. 抛弃一半码字使得码率由 R 变为 R− 1

n
，当 n 充分大时，这

是可以忽略的.

结合所有这些改进，我们构造了一个码率为 R′ = R− 1
n
的码，它的最大误差概率 λ(n) ≤ 4ϵ.

这就证明了任何小于信道容量的码率是可达的.
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我们首先来证明 P
(n)
e = 0 蕴含结论 R ≤ C. 假定有一个零误差概率的

(2nR, n) 码，也就是说，译码器输出的 g(Y n) 依概率 1 等于输入的下标 W .
那么，输入下标 W 完全由输出序列决定 (即 H(W |Y n) = 0). 为了获得更强
的界，随意假定 W 服从 {1, 2, · · · , 2nR} 上的均匀分布，于是，H(W ) = nR.
从而我们有如下的一串不等式：

nR = H(W ) = H(W |Y n) + I(W ;Y n)

= I(W ;Y n)

≤ I(Xn, Y n)

≤
n∑

i=1

I(Xi;Yi)

≤ nC.

其中第一个不等式是由数据处理不等式可得，第二个不等式和第三个不等式
我们将在下一讲中给出证明. 因此，对于任何零误差的 (2nR, n) 码以及所有的
n，

R ≤ C.
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