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定义 1.1

设 X 是一个随机变量，其累积分布函数为 F (x) = P (X ≤ x). 如果
F (x) 是连续的，则称该随机变量是连续的. 当 F (x) 的导数存在时，令
f(x) = F ′(x). 若

∫∞
−∞ f(x)dx = 1，则称 f(x) 是 X 的概率密度函数.

另外，使 f(x) > 0 的所有 x 构成的集合称为 X 的支撑集.



第 13 讲 微分熵

定义

连续随机变量的
AEP

微分熵与离散熵的
关系

联合微分熵与条件
微分熵

相对熵与互信息

微分熵的性质，相
对熵和互信息的性
质

定义 1.2

一个以 f(x) 为密度函数的连续型随机变量 X 的微分熵 h(X) 定义为

h(X) = −
∫
S
f(x) log f(x)dx.

其中 S 是这个随机变量的支撑集.
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例 1.3: 均匀分布

考虑一个服从 [0, a]上的均匀分布的随机变量，它的密度函数在 [0, a]熵
为 1/a，而在其他地方为 0. 此时，该随机变量的微分熵为

h(X) = −
∫ a

0

1

a
log 1

a
dx = log a.
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例 1.4: 正态分布

设 X ∼ ϕ(x) = (1/
√
2πσ2)e−x2/2σ2 . 如果我们以奈特为单位计算微分熵，我们有

h(ϕ) = −
∫

ϕ lnϕ

= −
∫

ϕ(x)[− x2

2σ2
− ln

√
2πσ2]

=
EX2

2σ2
+

1

2
ln 2πσ2

=
1

2
+

1

2
ln 2πσ2

=
1

2
ln 2πeσ2奈特.

改变对数的底，我们可得
h(ϕ) =

1

2
log 2πeσ2比特.
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定理 2.1

设 X1, X2, · · · , Xn 使一个服从于密度函数 f(x) 的独立同分布的随机变
量序列. 那么下面的极限依概率收敛.

− 1

n
log f(X1, X2, · · · , Xn) → E[− log f(X)] = h(X) 依概率.



第 13 讲 微分熵

定义

连续随机变量的
AEP

微分熵与离散熵的
关系

联合微分熵与条件
微分熵

相对熵与互信息

微分熵的性质，相
对熵和互信息的性
质

定义 2.2

对 ϵ > 0 及任意的 n，定义 f(x) 的典型集 A
(n)
ϵ 如下：

A(n)
ϵ = {(x1, x2, · · · , xn) ∈ Sn : |− 1

n
log f(X1, x2, · · · , xn)−h(X)| ≤ ϵ}.

其中 f(x1, x2, · · · , xn) =
∏n

i=1 f(xi).
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定义 2.3

集合 A ⊂ Rn 的体积Vol(A) 定义为

Vol(A) =

∫
A
dx1dx2 · · · dxn.
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定理 2.4

典型集 A
(n)
ϵ 有如下的性质:

1. 对于充分大的 n，P (A
(n)
ϵ ) > 1− ϵ.

2. 对于所有的 n，Vol(A(n)
ϵ ) ≤ 2n(h(X)+ϵ).

3. 对于充分大的 n，Vol(A(n)
ϵ ) ≥ (1− ϵ)2n(h(X)−ϵ).



第 13 讲 微分熵

定义

连续随机变量的
AEP

微分熵与离散熵的
关系

联合微分熵与条件
微分熵

相对熵与互信息

微分熵的性质，相
对熵和互信息的性
质

证明.
根据 AEP，我们有依概率有 − 1

n log f(Xn) = − 1
n

∑
log f(xi) → h(X)，故性

质 1 得证. 另外，

1 =

∫
Sn

f(x1, x2, · · · , xn)dx1dx2 · · · dxn

≥
∫
A

(n)
ϵ

f(x1, x2, · · · , xn)dx1dx2

≥
∫
A

(n)
ϵ

2−n(h(X)+ϵ)dx1dx2 · · · dxn

= 2−n(h(X)+ϵ)

∫
A

(n)
ϵ

dx1dx2 · · · dxn

= 2−n(h(X)+ϵ)Vol(A(n)
ϵ ).

因此，性质 2 获证.
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证明.
我们进一步论证该典型集的体积至少有这么大. 如果 n 足够大使得性质 1 成
立，那么

1− ϵ ≤
∫
A

(n)
ϵ

f(x1, x2, · · · , xn)dx1dx2 · · · dxn

≤
∫
A

(n)
ϵ

2−n(h(X)−ϵ)dx1dx2 · · · dxn

= 2−n(h(X)−ϵ)

∫
A

(n)
ϵ

dx1dx2 · · · dxn

= 2−n(h(X)−ϵ)Vol(A(n)
ϵ ).

从而性质 3 成立. 从而当 n 充分大时，我们有

(1− ϵ)2n(h(X)−ϵ) ≤ Vol(A(n)
ϵ ) ≤ 2n(h(X)+ϵ).
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定理 2.5

在一阶指数意义下，在所有概率 ≥ 1− ϵ 的集合中，A
(n)
ϵ 为使体积最小

者.
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考虑一个密度函数是 f(x) 的随机变量 X. 假定将 X 的定义域等长度地分割
成长为 ∆ 的若干小区间，并且假定密度函数在这些小区间内是连续的. 由中
值定理可知，在每个小区间内存在一个值 xi，满足

f(xi)∆ =

∫ (i+1)∆

i∆
f(x)dx.

考虑量化后的随机变量 X∆，其定义是

X∆ = xi 当 i∆ ≤ X < (i+ 1)∆.

则 X∆ = xi 的概率为

pi =

∫ (i+1)∆

i∆
f(x)dx = f(xi)∆.
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由于
∑

f(xi)∆ =
∫
f(x) = 1，所以量化后的随机变量 X∆ 的熵为

H(x∆) = −
∞∑

i=−∞
pi log pi

= −
∞∑

i=−∞
f(xi)∆ log(f(xi)∆)

= −
∑

∆f(xi) log f(xi)−
∑

f(xi)∆ log∆

= −
∑

∆f(xi) log f(xi)− log∆

如果 f(x) logx 是黎曼可积的，则我们可以得到下面的定理.
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定理 3.1

如果随机变量 X 的密度函数 f(x) 是黎曼可积的，那么

H(X∆) + log∆ → h(f) = h(X), 当∆ → 0.

于是，连续随机变量 X 经过 n 比特量化处理 (此时分割的小区间长度
为 1

2n ) 后的熵大约为 h(X) + n.
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例 3.2

如果 X 服从 [0, 18 ] 上的均匀分布，那么在二进制表示中，X 取值的小
数点右边取值必定为 0. 因而，在精确到 n 位的意义下，描述 X 仅需
n− 3 比特，这与 h(X) = −3 相一致.

一般来讲，在精确到 n 位的意义下，h(X) + n 是为了描述 X 所需要的平均
比特数.
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定义 4.1

联合密度函数为 f(x1, x2, · · · , xn) 的一组随机变量 X1, X2, · · · , Xn 的
联合微分熵定义为

h(X1, X2, · · · , Xn) = −
∫

f(xn) log f(xn)dxn.
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定义 4.2

如果 X,Y 的联合密度函数为 f(x, y)，定义条件微分熵 h(X|Y ) 为

h(X|Y ) = −
∫

f(x, y) log f(x|y)dxdy.
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由于一般地 f(x|y) = f(x, y)/f(y)，我们可以写为

h(X|Y ) = h(X,Y )− h(Y ).

我们要注意微分熵可能为无穷的情况，需要分开讨论.
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定理 4.3: 多元正态分布的熵

设 X1, X2, · · · , Xn 满足多元正态分布，平均值为 µ，协方差矩阵为 K.
则

h(X1, X2, · · · , Xn) = h(Nn(µ,K)) =
1

2
log(2πe)n|K| 比特,

其中 |K| 记为 K 的行列式.
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证明.
X1, X2, · · · , Xn 的概率密度函数为 f(x) = 1

(
√
2π)n|K|

1
2
e−

1
2
(x−µ)TK−1(x−µ). 则

h(f) = −
∫

f(x)[−1

2
(x − µ)TK−1(x − µ)− ln(

√
2π)n|K|

1
2 ]dx.

= =
1

2
E[

∑
i,j

(Xi − µi)(K
−1)ij(Xj − µj)] +

1

2
ln(2π)n|K|

= =
1

2
E[

∑
i,j

(Xi − µi)(Xj − µj)(K
−1)ij ] +

1

2
ln(2π)n|K|

= =
1

2

∑
i,j

E[(Xi − µi)(Xj − µj)](K
−1)ij +

1

2
ln(2π)n|K|

= =
1

2

∑
i,j

Kji(K
−1)ij +

1

2
ln(2π)n|K|

= =
1

2

∑
j

Ijj +
1

2
ln(2π)n|K|

=
n

2
+

1

2
ln(2π)n|K|

=
1

2
ln(2πe)n|K|奈特

=
1

2
log(2πe)n|K|比特.
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定义 5.1

两个概率密度函数 f 和 g 的相对熵 (或 Kullback-Leibler 距离)D(f∥g)
定义为

D(f∥g) =
∫

f log f

g
.

注意到 D(f∥g) 有限当且仅当 f 的支集包含在 g 的支集中. (和以前一样我们
默认 0 log 0

0 = 0.)
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定义 5.2

两个联合分布为 f(x, y) 的随机变量 X 和 Y 的互信息定义为

I(X;Y ) =

∫
f(x, y) log f(x, y)

f(x)f(y)
dxdy.

由定义我们知和离散的情形类似，

I(X;Y ) = h(X)− h(X|Y ) = h(Y )− h(Y |X) = h(X) + h(Y )− h(X,Y )

以及
I(X;Y ) = D(f(x, y)∥f(x)f(y)).
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设 X 位随机变量 X 的值域，P 为 X 的一个分割是指存在有限个不相交的集
合 Pi 使得 ∪iPi = X . X 关于 P 的量化 (记为 [X]P) 是定义如下的离散随机
变量：

P ([X]P = i) = P (X ∈ Pi) =

∫
Pi

dF (x).

对于任意两个分割分别为 P 和 Q 的随机变量 X 和 Y，可以利用 (??) 来计
算它们对应的量化随机变量的互信息. 于是，对任意成对的随机变量，我们可
以如下定义其互信息：

定义 5.3

任何随机变量 X 与 Y 间的互信息如下：

I(X;Y ) = sup
P,Q

I([X]P ; [Y ]Q),

其中上确界遍历所有可能的有限剖分 P 和 Q.
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定理 6.1

我们有
D(f∥g) ≥ 0.

等号成立当且仅当 f = g, a.e..
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证明.
设 f 的支撑集为 S. 则

−D(f∥g) =

∫
S
f log g

f

≤ log
∫
S
f
g

f

= log
∫
S
g

≤ log 1 = 0

当且仅当 Jensen 不等式中的等号成立，即当且仅当 f = g a.e. 等号成立.
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推论 6.2

I(X;Y ) ≥ 0，等号成立当且仅当 X 和 Y 独立.
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定理 6.3: 微分熵的链式法则

h(X1, X2, · · · , Xn) =

n∑
i=1

h(Xi|X1, X2, · · · , Xi−1).
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推论 6.4

h(X1, X2, · · · , Xn) ≤
∑

h(Xi),

等号成立当且仅当 X1, X2, . . . , Xn 为独立的.
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推论 6.5: 阿达玛不等式

设 x ∼ N (0,K) 是一个多元正态分布，那么将熵的定义公式代入上面的
不等式中，我们可以得到

|K| ≤ Πn
i=1Kii.
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定理 6.6

h(X + c) = h(X).
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定理 6.7

h(aX) = h(X) + log |a|.



第 13 讲 微分熵

定义

连续随机变量的
AEP

微分熵与离散熵的
关系

联合微分熵与条件
微分熵

相对熵与互信息

微分熵的性质，相
对熵和互信息的性
质

证明.
令 Y − aX. 则 fY (y) =

1
|a|fX(ya)，且经过积分变量替换，有

h(aX) = −
∫

fY (y) log fY (y)dy

= −
∫

1

|a|
fX(

y

a
) log( 1

|a|
fX(

y

a
))dy

= −
∫

fX(x) log fX(x)dx+ log |a|

= h(X) + log |a|

从而得证.
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类似地，对于取值为向量的随机变量，可以证明下面的推论.

推论 6.8

h(AX) = h(X) + log |det(A)|.
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定理 6.9

设随机向量 X ∈ Rn 的均值为零，协方差矩阵为 K = EXXt，则 h(X) ≤
1
2 log(2πe)n|K|，当且仅当 X ∼ N (0,K) 等号成立.
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证明.
设 g(x) 是对任意的 i 和 j 均满足

∫
g(x)xixjdx = Kij 的密度函数. 令 ϕK 是

服从高斯分布 N (0,K) 随机向量的密度函数. 注意到 logϕK(x) 是一次二次
型，并且

∫
xixjϕK(x)dx = Kij，则

0 ≤ D(g∥ϕK)

=

∫
g log(g/ϕK)

= −h(g)−
∫

g logϕK

= −h(g)−
∫

ϕK logϕK

= −h(g) + h(ϕK)

其中所作的替换
∫
g logϕK =

∫
ϕK logϕK 是由于二次型 logϕK(x) 关于 g 和

ϕK 具有相同的矩.



第 13 讲 微分熵

定义

连续随机变量的
AEP

微分熵与离散熵的
关系

联合微分熵与条件
微分熵

相对熵与互信息

微分熵的性质，相
对熵和互信息的性
质

定理 6.10: 估计误差与微分熵

对任意随机变量 X 及其估计 X̂，

E(X − X̂)2 ≥ 1

2πe
e2h(X).

其中等号成立的充分必要条件是 X 为高斯分布而 X̂ 为其均值. 这里
h(X) 的量纲为比特.
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证明.
令 X̂ 为 X 的一个估计，此时

E(X − X̂)2 ≥ min
X̂

E(X − X̂)2

= E(X − E(X))2

= var(X)

≥ 1

2πe
e2h(X)

不等式成立当且仅当 X 为高斯分布而 X̂ 为其均值.
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推论 6.11

当边信息 Y 以及估计 X̂(Y ) 已知时，可以推出

E(X − X̂(Y ))2 ≥ 1

2πe
e2h(X|Y ).
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