
概率与随机变量
随机向量及其分布

总体与样本
随机变量举例

第 1 讲 概率与随机变量

第 1 讲 概率与随机变量



概率与随机变量
随机向量及其分布

总体与样本
随机变量举例

1 概率与随机变量
事件与概率
概率的相关性质

2 随机向量及其分布

3 总体与样本

4 随机变量举例

第 1 讲 概率与随机变量



概率与随机变量
随机向量及其分布

总体与样本
随机变量举例

课程名：随机过程
任课老师：涂思铭
课程主页：http://simingtu.site/teaching/stochastic-process-2026-spring
教材：何书元. 随机过程，北京大学出版社
评分规则：平时作业 40% + 期末考试 60% （平时作业必须在截止日期后一周
内交给助教, 否则一次-1 分（3 次以上 (含) 开始每次-2 分）, 如果在期末考试
开始前依然没有补交, 则不再接受, 每缺交一次作业-5 分.）

第 1 讲 概率与随机变量



概率与随机变量
随机向量及其分布

总体与样本
随机变量举例

参考书籍

林元烈编著, 应用随机过程, 清华大学出版社，2002.
张波, 商豪, 邓军编著, 应用随机过程, 中国人民大学出版社，2023.
李增沪, 张梅, 何辉编著. 概率论（下册）, 高等教育出版社，2024.
苏中根编著. 概率论与随机过程（下册）, 高等教育出版社, 2024.
王梓坤著, 随机过程通论及其应用, 北京师范大学出版社, 2018.

第 1 讲 概率与随机变量



概率与随机变量
随机向量及其分布

总体与样本
随机变量举例

参考书籍

S. Ross. Introduction to Probability Models, thirteenth edition, Academic Press.
(有中译本，人民邮电出版社)
Richard Durrett. Essentials of Stochastic Processes, third edition, Springer. (有中
译本，机械工业出版社)
Robert G. Gallager. Stochastic Processes: Theory for Applications, Cambridge
University Press.
Geoffrey R. Grimmett and David R. Stirzaker. Probability and Random Processes,
Oxford University Press.

第 1 讲 概率与随机变量



概率与随机变量
随机向量及其分布

总体与样本
随机变量举例

事件与概率
概率的相关性质

本讲中，我们将回顾一些在概率与统计课程中已经介绍过，在本课程中经常会用到
的概念.
通常把按照一定的想法去做的事情称为试验，把试验的可能结果称为样本点，称样
本点的集合为样本空间. 对于一个特定的试验，以后总用 Ω 表示样本空间，用 ω 表
示样本点，这时

Ω = {ω|ω是试验的样本点}.

在概率论中，事件是样本空间 Ω 的子集. 在实际问题中人们往往并不需要关心 Ω 的
所有子集，只要把关心的子集称为事件就够了. 但事件作为 Ω 的子集，必须满足以
下三个条件：
(1) Ω 是事件；
(2) 若 A 是事件，则 Ac 是事件；
(3) 若 Aj 是事件，则

∪∞
j=1Aj 是事件.
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对于事件 A，如果用 P (A) 表示事件 A 发生的概率，则 P (A) 满足以下条件：
(1) 非负性：对任何事件 A，P (A) ≥ 0；
(2) 完全性：P (Ω) = 1；
(3) 可列可加性：对于互不相容的事件 A1, A2, · · ·，有

P (

∞∪
j=1

Aj) =

∞∑
j=1

P (Aj).
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设 Ω 是一个样本空间，用 F 表示全体事件，P 表示一个概率，则称 (Ω,F , P ) 为一
个概率空间.
下面是概率 P 的基本性质：
(1) P (∅) = 0.
(2) 有限可加性：如果 A1, A2, · · · , An 互不相容，则

P (

n∪
j=1

Aj) =

n∑
j=1

P (Aj).

(3) 单调性：如果 B ⊂ A，则

P (A)− P (B) = P (A\B) ≥ 0.

(4) 加法公式：P (A ∪B) = P (A) + P (B)− P (A ∩B).
(5) 次可加性：P (

∪n
j=1Aj) ≤

∑n
j=1 P (Aj).
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定义 1.1

设 A 和 B 是两个事件. 如果 P (B) > 0，则在给定事件 B 发生的条件下事件
A 的条件概率为

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)
. (1.1)
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定义 1.2

称事件 A 与 B 独立, 如果 P (AB) = P (A)P (B). 对于一列事件 A1, · · · , An,
我们称它们 相互独立, 如果对任意 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jk ≤ n, 有

P (Aj1Aj2 · · ·Ajk) = P (Aj1)P (Aj2) · · ·P (Ajk).

如果上述条件仅要求对 k = 2 成立, 则称它们 两两独立.

由定义可知一列相互独立的随机变量是两两独立的, 但反过来不一定成立.
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定理 1.3

对已知的正概率事件 A，定义条件概率 PA(B) = P (B|A), B ∈ F，则 PA 是
概率，(Ω,F , PA) 是概率空间. 当 P (A ∩B) > 0 时，有

PA(C|B) = P (C|A ∩B).
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命题 1.4

若事件 A,B 独立, 且 P (B) > 0, 则

P (A|B) = P (A).
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定理 1.5: 乘法公式

我们有

P (B1B2 · · ·Bn) = P (B1)P (B2|B1) · · ·P (Bn|B1B2 · · ·Bn−1).

当 P (A) > 0 时，我们有

P (B1B2 · · ·Bn|A) = P (B1|A)P (B2|B1A) · · ·P (Bn|B1B2 · · ·Bn−1A).

第 1 讲 概率与随机变量



概率与随机变量
随机向量及其分布

总体与样本
随机变量举例

事件与概率
概率的相关性质

定理 1.6: 全概率公式

如果事件 A1, A2, · · · 互不相容且概率均为正，则当 B ⊂
∪∞

j=1Aj 或者∪∞
j=1Aj = Ω 时，有

P (B) =

∞∑
j=1

P (Aj)P (B|Aj),

P (B|A) =

∞∑
j=1

P (Aj |A)P (B|AAj), 当 P (A) > 0 时.
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定理 1.7

设 {B1, B2, · · · } ⊆ F 为 Ω 的一个划分, 而 A ∈ F 满足 P (A) > 0. 则对任意
n ≥ 1 有

P (Bn|A) =
P (Bn)P (A|Bn)

P (A)
=

P (Bn)P (A|Bn)∑∞
k=1 P (Bk)P (A|Bk)

.
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定理 1.8: 概率的连续性

如果 A1 ⊂ A2 ⊂ · · · , B1 ⊃ B2 ⊃ · · ·，则有

P (
∞∪
j=1

Aj) = lim
n→∞

P (An), P (

∞∩
j=1

Bj) = lim
n→∞

P (Bn).
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我们记
P (An i.o.) = P (有无穷多个 Aj 发生).

定理 1.9: Borel-Cantelli 引理

设 A1, A2, · · · 是一列事件.
(1) 如果

∑∞
j=1 P (Aj) < ∞，则

P (An i.o.) = 0.

(2) 如果
∑∞

j=1 P (Aj) = ∞ 且 A1, A2, · · · 相互独立, 则 P (An i.o.) = 1.
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证明.
注意到 A := {An i.o.} = ∩∞

N=1 ∪∞
n=N An, 于是 P (A) = limN→∞ P (∪∞

n=NAn).
(1) 若

∑∞
n=1 P (An) < ∞, 则当 N → ∞ 时,

∑∞
n=N P (An) → 0, 从而

P (

∞∪
n=N

An) ≤
∞∑

n=N

P (An) → 0.

于是 P (A) = 0.
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证明.
(2) 如果 A1, A2, · · · 相互独立, 则

P (

M∩
n=N

Ac
n) =

M∏
n=N

(1− P (An)) ≤
M∏

n=N

e−P (An) = e−
∑M

n=N P (An),

其中不等号是因为对任意 x ≥ 0, 1− x ≤ e−x. 若
∑∞

n=1 P (An) = ∞, 则对任意
N ,

∑∞
n=N P (AN ) = ∞, 则对任意 N ,

∑∞
n=N P (An) = ∞, 从而

P (∩∞
n=NAc

n) = lim
N→∞

P (∩M
n=NAc

n) ≤ lim
M→∞

e−
∑M

n=N P (An) = e−
∑∞

n=N P (An) = 0.

因此 P (
∩∞

n=N Ac
n) = 0, 即 P (

∪∞
n=N An) = 1. 最后, 令 N → ∞ 便知

P (A) = 1.
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推论 1.10: 0-1 律

若 A1, A2, · · · 相互独立, 则 P (An i.o.) 非 0 即 1.
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下面我们来看 Borel-Cantelli 引理的一个应用.

定义 1.11

称实数 ξ 是可以很好逼近的, 如果存在正实数 τ 使得存在无穷多有理数 p
q , 满

足
|ξ − p

q
| < 1

q2+τ
.

推论 1.12

可以很好逼近的实数全体的 Lebesgue 测度等于 0.
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随机变量 X 是定义在样本空间 Ω 上的函数，使得对于 R = (−∞,∞) 的子集 A，
{X ∈ A} 是事件.
对于随机变量 X，称 F (t) = P (X ≤ t) 为 X 的分布函数. 分布函数是单调不减的
右连续函数. 用 F (t−) 表示 F 在 t 的左极限，有

P (X = t) = F (t)− F (t−), t ∈ (−∞,∞).

称 F (t) = P (X > t) 为 X 的生存函数. 于是

F (t) = 1− F (t) = P (X > t).
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如果 F (t) 是 X 的分布函数，若非负函数 f(s) 使得对所有的 t，有

F (t) =

∫ t

−∞
f(s)ds,

则称 f(s) 为 F 或 X 的密度函数，称 X 是连续型随机变量. 这时对于 (−∞,∞) 的
子集 A，有

P (X ∈ A) =

∫
A
f(s)ds.
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如果 X1, X2, · · · , Xn 都是随机变量，则称 X = (X1, X2, · · · , Xn) 是随机向量. 我
们称 Rn 上的 n 元函数

F (x1, x2, · · · , xn) = P (X1 ≤ x1, X2 ≤ x2, · · · , Xn ≤ xn)

是 X = (X1, X2, · · · , Xn) 的分布函数. 如果

F (x1, · · · , xn) = FX1(x1)FX2(x2) · · ·FXn(xn),

其中
FXi(xi) = lim

xj→∞,j ̸=i
F (x1, · · · , xn).

则称这 n 个随机变量是独立的. 若 X1, · · · , Xn 相互独立, 且 Xi 具有相同的分布,
则称它们 独立同分布.
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如果 X1, X2, · · · , Xn 都是随机变量，则随机向量 X = (X1, X2, · · · , Xn) 是定义在
Ω 上的一个多元函数. 对每个 ω ∈ Ω，

X(ω) = (X1(ω), X2(ω), · · · , Xn(ω))

是实数向量，称为 X 的一次观测或一次实现.
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对于随机向量 X = (X1, X2, · · · , Xn)，如果有 Rn 上的非负函数
f(x) = f(x1, x2, · · · , xn)，使得对 Rn 的任何子立方体

D = {(x1, x2, x3, · · · , xn)|ai < xi ≤ bi, 1 ≤ i ≤ n},

有
P (x ∈ D) =

∫
D
f(x)dx1 · · · dxn,

则称 X 是连续型随机向量，称 f(x) 是 X 的联合密度. 这时，可以证明对于 Rn 中
的任何区域 D，上式成立.
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定理 2.1

设 X = (X1, X2, · · · , Xn) 有联合分布函数 F (x) = F (x1, x2, · · · , xn). F (x)
在 Rn 的开区域 D 中有连续的 n 阶混合偏导数. 定义

f(x) =

{
∂nF (x)

∂xn···∂x2∂x1
, x ∈ D,

0, 其它.

若下面的条件 (a)，(b) 之一成立：
(a) P (X ∈ D) = 1;
(b)

∫
D f(x)dx1dx2 · · · dxn = 1.

则 f(x) 是 X 的联合密度.
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对于随机向量 X = (X1, X2, · · · , Xn), Y = (Y1, Y2, · · · , Ym). 定义

(X,Y ) = (X1, X2, · · · , Xn, Y1, Y2, · · · , Ym).

以后用 X ∼ f(x) 表示 X 有联合密度 f(x)，用 Y ∼ g(y) 表示 Y 有联合密度
g(y).
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定理 2.2
设 X ∼ f(x)，则

(1) Xj 有密度函数

fj(xj) =

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f(x)dx1 · · · dxj−1dxj+1 · · · dxn,

并且 X1, X2, · · · , Xn 相互独立的充分必要条件是

f(x) =
n∏

j=1

fj(xj),x ∈ Rn
;

(2) 当 Y ∼ g(y) 时，X 和 Y 相互独立的充分必要条件是

(X,Y ) ∼ f(x)g(y);

(3) 当 X,Y 都是离散随机向量时，X 和 Y 相互独立的充分必要条件是对所有的 x, y, 有

P (X = x,Y = y) = P (X = x)P (Y = y).
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定理 2.3: Fubini 定理

设 D 是 Rn 上的区域，g(x1, x2, · · · , xn) 是 D 上的非负函数或是满足条件∫
D
|g(x1, x2, . . . , xn)|dx1dx2 · · · dxn < ∞

的函数，则对区域 D 上的 n 重积分∫
D
g(x1, x2, . . . , xn)dx1dx2 · · · dxn

可以进行累次积分计算，且积分的次序可以交换.
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引理 2.4

设 S = (S1, S2, · · · , Sn) 有联合密度 g(x)，X = (u1(S), u2(S), · · · , un(S)) 是 S 的
函数，D 是 Rn 的区域使得 P (X ∈ D) = 1. 如果有 D 上的 n 维向量值函数 s(x)，
使得

(a) 对 x ∈ D，有 {X = x} = {S = s(x)}；

(b) s(x) 是 D 到其值域的可逆映射，偏导数连续，雅可比行列式的绝对值

| ∂s
∂x

| ̸= 0, x ∈ D, i = 1, 2, · · · ,m.

则 X 有联合密度

f(x) =

{
(g(s(x))| ∂s∂x |, x ∈ D,
0, x /∈ D.
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定理 2.5

设数列 {aj} 绝对可和：
∑∞

j=0 |aj | < ∞，函数列 {hj(s)} 一致有界：
supa≤s≤b |hj(s)| ≤ M . 对于 c ∈ [a, b]，如果 lims∈(a,b),s→c hj(s) = hj，则

lim
s∈(a,b),s→c

∞∑
j=0

ajhj(s) =
∞∑
j=0

ajhj .
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在统计学中，我们把所要调查对象的全体叫做总体，把总体中的成员叫做个体. 当
我们关心总体的某个指标时，就称这个指标为参数.
当 y1, y2, · · · , yN 是总体的全部个体时，总体均值是

µ =
y1 + y2 + · · ·+ yN

N
,

总体方差为

σ2 =
(y1 − µ)2 + (y2 − µ)2 + · · ·+ (yN − µ)2

N
.

总体标准差是总体方差的开平方 σ =
√
σ2. 总体均值、总体方差和总体标准差都是

参数.
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当 X 是从总体中随机抽样得到的个体时，X 是随机变量，X 的分布就是总体的分
布. 如果对总体进行有放回的抽样，则得到独立同分布的，且和 X 同分布的随机变
量 X1, X2, · · · , Xn 是来自总体 X 的样本.
在进行统计分析时，为了强调 X1, X2, · · · , Xn 是随机变量，也称 X1, X2, · · · , Xn

是来自总体 X 的随机变量.

第 1 讲 概率与随机变量



概率与随机变量
随机向量及其分布

总体与样本
随机变量举例

1 概率与随机变量
事件与概率
概率的相关性质

2 随机向量及其分布

3 总体与样本

4 随机变量举例

第 1 讲 概率与随机变量



概率与随机变量
随机向量及其分布

总体与样本
随机变量举例

例 4.1

如果 X 只取值 0 或 1，概率分布是

P (X = 1) = p, P (X = 0) = q, p+ q = 1,

则称 X 服从两点分布，或 Bernoulli 分布. 记做 X ∼ B(1, p).
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例 4.2

设某试验成功的概率为 p，q = 1− p. 将该试验独立重复 n 次时，用 X 表示
成功的次数，则 X 的概率分布为

P (X = k) = Ck
np

kqn−k, k = 0, 1, · · · , n.

此时称 X 服从二项分布，记做 X ∼ B(n, p).
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例 4.3

甲向一个目标独立重复射击，每次击中目标的概率是 p = 1− q > 0. 用 X 表
示其首次击中目标的射击次数，则 X 的概率分布为

P (X = k) = qk−1p, k = 1, 2, · · · , (4.1)

这时称 X 服从几何分布，记为 X ∼ Geom(p).
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例 4.4

设 X1, X2, · · · , Xi 独立同分布，有共同的几何分布 (4.1). 将 Si = X1 +X2 +
· · ·+Xi 视为第 i 次击中目标时的射击次数，称其服从负二项分布：

P (Si = j) = Ci−1
j−1q

j−ipi, j ≥ i.
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例 4.5

如果随机变量 X 有概率分布

P (X = k) =
λk

k!
e−λ, k = 0, 1, · · · ,

则称 X 服从参数是 λ 的泊松分布，简记为 X ∼ P (λ)，这里 λ 是正常数.
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例 4.6

设 X 是取值于 [a, b] 上的连续型随机变量，我们称 X 服从 [a, b] 上的均匀分
布, 记为 X ∼ U [a, b]，如果其概率密度函数为

f(x) = (b− a)−1, a ≤ x ≤ b.
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例 4.7

称连续型随机变量 X 服从参数为 λ 的指数分布，记做 X ∼ E(λ)，如果 X 有
密度函数

f(t) = λe−λt, t > 0,
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例 4.8

称连续型随机变量 X 服从均值 µ 和方差 σ2 的正态分布，如果其概率密度函数为

f(x) =
1√
2πσ

exp{− (x− µ)2

2σ2
}, x ∈ R.

我们记为 X ∼ N(µ, σ2). 特别地，如果 X ∼ N(0, 1)，则称 X 服从标准正态分布. 设
µ 是 n 维常数列向量，B 是 n×m 常数矩阵，ϵ1, ϵ2, · · · , ϵm 是来自总体 N(0, 1) 的
随机变量，ϵ = (ϵ1, ϵ2, · · · , ϵm)T . 如果

X = µ+Bϵ,

则称 X 服从 n 元正态分布，记做 X ∼ N(µ,Σ). 其中 Σ = BBT 是 X 的协方差矩
阵 (我们将在下一讲中回顾).
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命题 4.9

X = (X1, X2, · · · , Xn)
T ∼ N(µ,Σ) 的充分必要条件是对任何常数

a1, a2, · · · , an，线性组合
∑

j=1 ajXj 服从正态分布.

命题 4.10

当 X ∼ N(µ,Σ) 时，其分量 X1, X2, · · · , Xn 相互独立的充分必要条件是他
们互不相关，即 Cov(Xi, Xj) = 0, j ̸= i.
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