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泊松呼叫流
呼叫流的概率分布

等待间隔 Xn 的分布
到达时刻的条件分布

简单呼叫流

设 {N(t)} 是强度为 λ 的 Poisson 过程. 定义 S0 = 0. 用 Sn 表示第 n 个事件发生的
时刻，简称为第 n 个到达时或第 n 个呼叫时. 由于呼叫时 S1, S2, · · · 依次到达，所
以又称 {Sj} 是 Poisson 过程 {N(t)} 的呼叫流.
设 {Sj} 是 Poisson 过程 {N(t)} 的呼叫流. 我们不难看出事件 {N(t) ≥ n} 和
{Sn ≤ t} 都表示 [0, t] 内至少有 n 个呼叫，{N(t) = n} 和 {Sn ≤ t < Sn+1} 都表示
[0, t] 内恰有 n 个呼叫. 于是

{N(t) ≥ n} = {Sn ≤ t}, (1.1)

{N(t) = n} = {Sn ≤ t < Sn+1}.
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例 1.1

设 {Sj} 是泊松过程 {N(t)} 的呼叫流. 对于 s1 < s2 < · · · 以及 i = 1, 2, · · ·，定义

Ai = {N(si−1, si] = 0},

Bi = {N(si−1, si] = 2},

则 A1, B2, A3, B4, · · · 相互独立，并且我们有

{S1 > s1} = {N(s0, s1] = 0} = A1,

{S1 > s1, S2 ≤ s2} = A1{N(s1, s2] ≥ 2},

{S1 > s1, S2 ≤ s2, S3 > s3} = A1B2{N(s2, s3] = 0} = A1B2A3,

· · · · · · · · · · · ·

{S1 > s1, S2 ≤ s2, · · · , S2k−1 > s2k−1} = A1B2 · · ·B2k−2A2k−1,

以及
P (Ai) = exp(−λ(si − si−1)),

P (Bi) =
λ2(si − si−1)

2

2
exp(−λ(si − si−1)).
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先计算 Sn 的密度函数. 首先由 (1.1) 我们可以得到 Sn 的分布函数

Fn(t) = P (Sn ≤ t) = P (N(t) ≥ n)

= 1− P (N(t) < n) = 1−
n−1∑
k=0

(λt)k

k!
e−λt.

函数 Fn(t) 连续，在 (0,∞) 中可导，求导数得到 Sn 的密度函数

fn(t) = F ′
n(t) =

n−1∑
k=0

(λt)k

k!
λe−λt −

n−1∑
k=1

(λt)k−1

(k − 1)!
λe−λt

=
(λt)n−1

(n− 1)!
λe−λt =

λn

Γ(n)
tn−1e−λt, t ≥ 0.

于是 Sn ∼ Γ(n, λ) 服从参数为 n, λ 的 Gamma 分布.
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为了得到 (S1, S2, · · · , Sn) 的联合密度，先做一些准备. 设
F (x, y) = P (X ≤ x, Y ≤ y)，G(x, y) = P (X > x, Y ≤ y)，则由

G(x, y) = P (Y ≤ y)− F (x, y)

我们知在混合偏导数存在的地方有

∂2G(x, y)

∂y∂x
=

∂2

∂y∂x
[P (Y ≤ y)− F (x, y)] = −∂2F (x, y)

∂y∂x
.
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一般地，我们有如下引理.

引理 2.1

设 F (x1, x2, · · · , xn) 是 X = (X1, X2, · · · , Xn) 的联合分布函数，

Gk(x1, x2, · · · , xn) = P (X1 > x1, X2 ≤ x2, · · · , X2k−1 > x2k−1,

Xj ≤ xj , 2k ≤ j ≤ n).

则在 Gk 存在 n 阶连续混合偏导数的区域内，F 存在 n 阶连续混合偏导数，并且

∂nF (x1, x2, · · · , xn)

∂xn∂xn−1 · · · ∂x1
= (−1)k

∂nGk(x1, x2, · · · , xn)

∂xn∂xn−1 · · · ∂x1
.
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证明.
对 k 作归纳法. 容易验证当 k = 1 时结论成立. 设上式对于 k 成立，由

{X2k+1 > x2k+1} = {X2k+1 > −∞} − {X2k+1 ≤ x2k+1}

我们有

Gk+1(x1, x2, · · · , xn)

=P (X1 > x1, X2 ≤ x2, · · · , X2k+1 > x2k+1, Xj ≤ xj , 2k + 2 ≤ j ≤ n)

=P (X1 > x1, X2 ≤ x2, · · · , X2k+1 > −∞, Xj ≤ xj , 2k + 2 ≤ j ≤ n)

−Gk(x1, x2, · · · , xn).

上式两边先对 x2k+1 求偏导数，然后对其它的 xj 求偏导数，交换求导数的次序后得到所求
等式对 k + 1 成立.
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定理 2.2

设随机向量X = (X1, X2, · · · , Xn)有联合分布函数 F (x) = F (x1, x2, · · · , xn). F (x)
在 Rn 的开区域 D 中有连续的 n 阶混合偏导数. 定义

f(x) =

{
∂nF (x)

∂xn···∂x2∂x1
, x ∈ D,

0, 其它.

若下面的条件 (a)，(b) 之一成立：
(a) P (X ∈ D) = 1;
(b)

∫
D
f(x)dx1dx2 · · · dxn = 1.

则 f(x) 是 X 的联合密度.
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下面讨论 (s1, s2, · · · , sn) 的联合分布. 设 0 < s1 < s2 · · · < sn，我们将利用例 1.1
的符号和结论. 对 n = 2k − 1，

G(s1, s2, · · · , sn)
=P (S1 > s1, S2 ≤ s2, S3 > s3, · · · , Sn−1 ≤ sn−1, Sn > sn)

=P (A1B2 · · ·Bn−1An)

=P (A1)P (B2) · · ·P (Bn−1)P (An)

=e−λs1 (λ(s2 − s1))
2

2
e−λ(s2−s1)e−λ(s3−s2) · . . .

· (λ(sn−1 − sn−2))
2

2
e−λ(sn−1−sn−2)e−λ(sn−sn−1)

=λn−1 (s2 − s1)
2(s4 − s3)

2 · · · (sn−1 − sn−2)
2

2k−1
e−λsn .
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于是 G(s1, s2, · · · , sn) 在开区域 D = {(s1, s2, · · · , sn)|0 < s1 < s2 < · · · < sn} 中连
续，并有连续的 n 阶混合偏导数

g(s1, s2, · · · , sn) = (−1)k
∂nG(s1, s2, · · · , sn)
∂sn∂sn−1 · · · ∂s1

= λne−λsn , (s1, s2, · · · , sn) ∈ D.

由于 P ((S1, S2, · · · , Sn) ∈ D) = 1，所以由引理 2.1 和定理 2.2 我们知
g(s1, s2, · · · , sn) 是 (S1, S2, · · · , Sn) 的联合密度.
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对于 n = 2k 可以通过类似的推导得到相应的结果. 对 n = 2k，我们有

G(s1, s2, · · · , sn)
=P (S1 > s1, S2 ≤ s2, S3 > s3, · · · , Sn−1 > sn−1, Sn ≤ sn)

=P (A1B2 · · ·Bn−2An−1{N(sn−1, sN ] ≥ 2})
=P (A1)P (B2) · · ·P (Bn−2)P (An−1)P ({N(sn−1, sN ] ≥ 2})

=λn−2 (s2 − s1)
2(s4 − s3)

2 · · · (sn−2 − sn−3)
2

2k−1
e−λsn

∞∑
j=2

λj(sn − sn−1)
j

j!
.
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于是和前面类似的讨论我们知 G(s1, s2, · · · , sn) 在开区域
D = {(s1, s2, · · · , sn)|0 < s1 < s2 < · · · < sn} 中连续，并有连续的 n 阶混合偏导数

g(s1, s2, · · · , sn)

=(−1)k
∂nG(s1, s2, · · · , sn)
∂sn∂sn−1 · · · ∂s1

=λn−2
−∂(e−λsn

∑∞
j=2

λj(sn−sn−1)
j

j!
)

∂sn−1∂sn

=λn−2
∂(e−λsn

∑∞
j=2

λj(sn−sn−1)
j−1

(j−1)!
)

∂sn

=λn−1 ∂(e
−λsn(eλ(sn−sn−1) − 1))

∂sn

=λne−λsn , (s1, s2, · · · , sn) ∈ D.

由于 P ((S1, S2, · · · , Sn) ∈ D) = 1，所以由引理 2.1 和定理 2.2 我们知 g(s1, s2, · · · , sn) 是
(S1, S2, · · · , Sn) 的联合密度.
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定理 2.3

设 {Sj} 是强度为 λ 的泊松过程的呼叫流，则对 n ≥ 1，
(1) (S1, S2, · · · , Sn) 有联合密度

g(s1, s2, · · · , sn) = λne−λsn , 0 < s1 < s2 < · · · < sn;

(2) Sn 服从 Γ(n, λ) 分布，有密度函数

gn(s) =
λn

Γ(n)
sn−1e−λs, s ≥ 0.
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等待间隔 Xn 的分布

设 {Sn} 是泊松过程 {N(t)} 的呼叫流，我们记

Xn = Sn − Sn−1, n = 1, 2, · · · ,

则 Xn 是 n− 1 个事件发生后，等待第 n 个事件发生的等待间隔，称为第 n 个 等
待间隔.
对于随机向量 X = (X1, X2, · · · , Xn)，Y = (Y1, Y2, · · · , Ym). 定义
(X,Y ) = (X1, X2, · · · , Xn, Y1, Y2, · · · , Ym). 以后用 X ∼ f(x) 表示 X 有联合密度
f(x)，用 Y ∼ g(y) 表示 Y 有联合密度 g(y).
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定理 3.1

设 X ∼ f(x)，则

(1) Xj 有密度函数

fj(xj) =

∫ ∞

−∞
· · ·

∫ ∞

−∞
f(x)dx1 · · · dxj−1dxj+1 · · · dxn,

并且 X1, X2, · · · , Xn 相互独立的充分必要条件是

f(x) =
n∏

j=1

fj(xj),x ∈ Rn
;

(2) 当 Y ∼ g(y) 时，X 和 Y 相互独立的充分必要条件是

(X,Y ) ∼ f(x)g(y);

(3) 当 X,Y 都是离散随机向量时，X 和 Y 相互独立的充分必要条件是对所有的 x, y，有

P (X = x,Y = y) = P (X = x)P (Y = y).
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引理 3.2

设 S = (S1, S2, · · · , Sn) 有联合密度 g(x)，X = (u1(S), u2(S), · · · , un(S)) 是 S 的
函数，D 是 Rn 的区域使得 P (X ∈ D) = 1. 如果有 D 上的 n 维向量值函数 s(x)，
使得

(a) 对 x ∈ D，有 {X = x} = {S = s(x)}；

(b) s(x) 是 D 到其值域的可逆映射，偏导数连续，雅可比行列式的绝对值

| ∂s
∂x

| ̸= 0, x ∈ D, i = 1, 2, · · · ,m.

则 X 有联合密度

f(x) =

{
g(s(x))| ∂s∂x |, x ∈ D,
0, x /∈ D.
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定理 3.3

泊松过程 {N(t)}的等待间隔 X1, X2, · · · 是来自指数总体 E(λ)的相互独立的
随机变量.

证明.
由于 (S1, S2, · · · , Sn) 是连续型随机向量，所以 Xj = Sj − Sj−1 是连续型随机变量，满足
P (Xj > 0) = 1. 引入

X = (X1, X2, · · · , Xn), x = (x1, x2, · · · , xn),

S = (S1, S2, · · · , Sn), s = (s1, s2, · · · , sn),
D = {x|xj > 0, 1 ≤ j ≤ n},

我们有 P (X ∈ D) = 1.
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定理 3.4

泊松过程 {N(t)}的等待间隔 X1, X2, · · · 是来自指数总体 E(λ)的相互独立的
随机变量.

证明.
由于 (S1, S2, · · · , Sn) 是连续型随机向量，所以 Xj = Sj − Sj−1 是连续型随机变量，满足
P (Xj > 0) = 1. 引入

X = (X1, X2, · · · , Xn), x = (x1, x2, · · · , xn),

S = (S1, S2, · · · , Sn), s = (s1, s2, · · · , sn),
D = {x|xj > 0, 1 ≤ j ≤ n},

我们有 P (X ∈ D) = 1.
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证明.
对于 x ∈ D 以及 sj = x1 + x2 + · · ·+ xj , 1 ≤ j ≤ n, 有
(a) {X = x} = {S = s};
(b) s = s(x) 是 D 到值域 An = {s|0 < s1 < · · · < sn} 的可逆映射，偏导数连续并满足

| ∂s
∂x

| = 1, x ∈ D,

根据引理 3.2 得到 X 的联合密度

f(x) = g(s) = λne−λsn = λne−λ(x1+x2+···+xn)

=

n∏
j=1

λe−λxi =
n∏

j=1

fj(xj), x ∈ D,

其中 fj(xj) = λe−λxj (xj > 0) 是 Xj 的边缘密度. 再由定理 3.1 我们知它们相互独立.
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用 N(t) 表示放射物 V 在 t 秒内释放的 α 粒子数. 设 {N(t)} 是一个强度为 λ 的泊松过程.
已知 N(t) = 1 时, S1 是这个 α 粒子的释放时刻. 对 s ∈ (0, t), 有

P (S1 ≤ s|N(t) = 1) = P (N(s) ≥ 1|N(t) = 1)

=
P (N(s) = 1, N(t) = 1)

P (N(t) = 1)

=
P (N(s) = 1, N(t)−N(s) = 0)

P (N(t) = 1)

=
λse−λse−λ(t−s)

λte−λt

=
s

t
.

这说明已知 (0, t] 内有一个粒子释放出来的条件下, 释放时刻 S1 在 [0, t] 中均匀分布.
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已知 N(t) = n 时, 设想把 V 瓜分成 m 块, 每个小块在 (0, t] 内至多释放出一个粒
子. 显然 m ≥ n. 根据上面分析, 已知第 i 个小块在 (0, t] 内释放粒子的条件下, 这个
粒子的释放时间在 [0, t] 内均匀分布, 并且无论哪 n 个小块释放粒子, 这 n 个释放时
间是相互独立的. 现在用 U1, U2, · · · , Un 表示这 n 个释放时间, 则 U1, U2, · · · , Un 独
立同分布且在 [0, t] 内均匀分布, 其次序统计量 (U(1), U(2), · · · , U(n)) 等于已知
N(t) = n 时的 (S1, S2, · · · , Sn), 记做

(U(1), U(2), · · · , U(n)) = (S1, S2, · · · , Sn)|N(t) = n.

对于事件 A 和随机向量 S, U, 这里和以后用 U = S|A 表示 U 等于已知 A 发生后的
S.
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对于一般的泊松过程 {N(t)}, 可以把 N(t) 设想成某块放射物在 (0, t] 内释放的粒子
数. 上面分析说明在条件 N(t) = n 下, [0, t] 中的这 n 个事件的发生时刻, 在不考虑
先后次序时, 是独立同分布且在 [0, t] 中均匀分布的. 下面是具体的数学推导.
对于 n = 1, 2, · · ·，引入

sn = (s1, s2, · · · , sn), An = {sn|0 < s1 < s2 < · · · < sn < t}.
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定理 4.1

在条件 N(t) = n(> 0) 下，Sn = (S1, S2, · · · , Sn) 有联合密度

hn(sn) =
n!

tn
, sn ∈ An.
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证明.
由定理 2.3 知道 Sn+1 = �S1, S2, · · · , Sn+1) 有联合密度函数

gn+1(sn+1) = λn+1e−λsn+1 , 0 < s1 < s2 < · · · < sn+1.

对于 sn ∈ An，我们得到条件分布函数

Hn(sn) = P (Sj ≤ sj , 1 ≤ j ≤ n|N(t) = n)

=
1

P (N(t) = n)
P (Sj ≤ sj , 1 ≤ j ≤ n;N(t) = n)

=
1

P (N(t) = n)
P (Sj ≤ sj , 1 ≤ j ≤ n;Sn ≤ t, Sn+1 > t)

=
n!

(λt)n
eλtP (Sj ≤ sj , 1 ≤ j ≤ n;Sn+1 > t)

=
n!

(λt)n
eλt

∫ s1

0

∫ s2

0

· · ·
∫ sn

0

∫ ∞

t

gn+1(t1, t2. · · · , tn+1)dtn+1dtn · · · dt1.
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证明.
Hn(sn) 在 An 上有连续的 n 阶混合偏导数. 由 P (Sn ∈ An|N(t) = n) = 1 以及定理 2.2 知道对
Hn(sn) 依次求偏导得到 Sn = (S1, · · · , Sn) 的条件联合密度

hn(sn) =
∂nHn(sn)

∂sn · · · ∂s2∂s1

=
n!

(λt)n
eλt

∫ ∞

t

gn+1(s1, s2. · · · , sn, tn+1)dtn+1

=
n!

(λt)n
eλt

∫ ∞

t

λn+1e−λtn+1dtn+1

=
n!

tn
eλt

∫ ∞

t

λe−λtdt

=
n!

tn
, 0 < s1 < s2 < · · · < sn < t.

从而得证.
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现设 U 在 [0, t] 上均匀分布，U1, U2, · · · , Un 是来自总体 U 的随机变量，则他们的
从小到大次序统计量 (U(1), U(2), · · · , U(n)) 有联合密度

hn(u1, u2, · · · , un) =
n!

tn
, 0 < u1 < u2 < · · · < un < t.

所以已知 [0, t] 内有 n 个事件发生的条件下，以 V1, V2, · · · , Vn 表示这 n 个时间的
发生时刻时，V1, V2, · · · , Vn 的次序统计量 (S1, S2, · · · , Sn) 与 (U(1), U(2), · · · , U(n))
同分布.
据此我们说在条件 N(t) = n 下, 不考虑先后次序时, [0, t] 中的这 n 个事件的发生时
刻 V1, · · · , Vn 是独立同分布的且在 [0, t] 中是均匀分布的, 或者称这 n 个发生时刻
是在 [0, t] 中均匀混乱的.
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设 X,Y 是随机变量，A 是随机事件. 如果在 A 发生的条件下，X 的条件分布与 Y
的分布相同，即 P (X ≤ x|A) = P (Y ≤ x)，x ∈ R，则称 X|A 和 Y 同分布. 所以
(S1, · · · , Sn)|N(t) = n 和 (U(1), U(2), · · · , U(n)) 同分布.

推论 4.2

设 U ∼ U [0, t]，U1, U2, · · · , Un 是来自总体 U 的随机变量，h(s) 是实值 (可
测) 函数，则
(1)

∑n
i=1 Si|N(t) = n 和

∑n
i=1 Ui 同分布；

(2)
∑n

i=1 h(Si)|N(t) = n 和
∑n

i=1 h(Ui) 同分布；
(3) 当 Eh(U) 存在时，E(

∑n
i=1 h(Si)|N(t) = n) = nEh(U).
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证明.
(1) 因为 (S1, S2, · · · , Sn)|N(t) = n 和 (U(1), U(2), · · · , U(n)) 同分布，所以∑n

i=1 Si|N(t) = n 和
∑n

i=1 Ui 同分布；
(2) 同理得

∑n
i=1 h(Si)|N(t) = n 和

∑n
i=1 h(Ui) =

∑n
i=1 h(U(i)) 同分布；

(3) 同分布的随机变量有相同的数学期望，所以有

E(

n∑
i=1

h(Si)|N(t) = n) =

n∑
i=1

E[h(Ui)] = nEh(U).

对常数 a, 在上面例子中还容易计算出

EeaU =
1

t

∫ t

0
easds =

1

at
(eat − 1).
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如果 {Yj} 是来自指数总体 E(λ) 的随机变量，就称

ξn = Y1 + Y2 + · · ·+ Yn, n = 1, 2, · · ·

是简单呼叫流. 定理 3.3 说明泊松过程的呼叫流 {Sn} 是简单呼叫流. 简单呼叫流又
称为泊松流.
设 {ξn} 是简单呼叫流，认为每个呼叫时刻 ξn 有一个事件 (呼叫) 发生，相应的计
数过程记做 {M(t)}. 下面说明 {M(t)} 是强度为 λ 的泊松过程. 由于 M(t) = m 的
充分必要条件是恰有 m 个 {ξj ≤ t} 发生，于是可以用简单呼叫流 {ξn} 将计数过程
{M(t)} 表达出来：

M(t) =

∞∑
j=1

I[ξj ≤ t], t ∈ [0,∞).

这里 I[A] 是事件 A 的示性函数.
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对于强度为 λ 的泊松过程 {N(t)} 及其呼叫流 {Sn}，也有

N(t) =

∞∑
j=1

I[Sj ≤ t], t ∈ [0,∞).

由 {ξn} 和 {Sn} 同分布知道对 n ≥ 1 和 0 ≤ t1 < t2 < · · · < tn,

(M(t1),M(t2), · · · ,M(tn)) 与 (N(t1), N(t2), · · · , N(tn))

同分布. 从而我们知 {M(t)} 也是强度为 λ 的泊松过程.

注记 5.1

所以，我们有如下给出泊松过程的第三种定义：泊松过程是简单呼叫流所对
应的计数过程.
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例 5.2

汽车按照强度为 λ 的泊松流通过广场，第 i 辆汽车通过时造成的空气污染为
Di. 污染随着时间减弱，经过时间 s 减弱为 Die

−as，其中正常数 a 称为扩
散常数. 假设 D1, D2, · · · 是来自总体 D 的随机变量，且与泊松流独立. 计算
[0, t] 内通过的汽车在 t 时造成的平均污染 (即造成的污染的期望值).
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解.
用 {N(t)} 表示所述的泊松过程，用 Si 表示第 i 辆汽车的通过时间. [0, t] 内通过了
N(t) 辆汽车，造成 t 时的污染是

D(t) =

N(t)∑
i=1

Die
−a(t−Si).

注意由假设 Di 与 N(t), Si 独立. 利用推论 4.2 的结论得到
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证明.

E(D(t)|N(t) = n) =

n∑
i=1

E(Die
−a(t−Si)|N(t) = n)

=

n∑
i=1

E(Die
−at)E(aaSi |N(t) = n)

= E(De−at)E(
n∑

i=1

aaSi |N(t) = n)

= E(De−at)E

n∑
i=1

eaUi

= EDe−at n

at
(eat − 1)

=
nED

at
(1− e−at).
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证明.
于是

E(D(t)|N(t)) =
N(t)ED

at
(1− e−at).

最后得到

E(D(t)) =
E(N(t))E(D)

at
(1− e−at) =

λE(D)

a
(1− e−λt).
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容易看出，E[D(t)] 和强度 λ 以及单辆汽车的平均污染 E[D] 成正比.
因为 D(t) 关于 a 递减，所以 E[D(t)] 也是 a 的减函数.
扩散常数越大，平均污染 E[D(t)] 越小.
当时间 t 充分大后，空气污染就稳定在 λE[D]/a 附近.
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