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课程第一部分总结

一. 概率论回顾
掌握好概率论的基本知识. (难点: 条件期望)

二. 随机过程简介
随机过程的定义, 随机过程的有限维分布, 随机过程的数字特征, 独立增量性与
平稳增量性.

三. 泊松过程 (重点: 基本性质与综合应用)
1. 泊松过程的等价定义. (难点: 到达时刻的条件分布)
2. 年龄与寿命.
3. 汇合与分流.
4. 复合泊松过程.
5. 非时齐泊松过程.
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例 2.1

设随机过程 Z(t) = X sin t + Y cos t, 其中 X 和 Y 是相互独立的二元随机变
量, 他们都分别以 2/3 和 1/3 的概率取值 −1 和 −2.

1. 求 Z(t) 的均值函数和自相关函数;
2. Z(t) 是否为宽平稳过程, 是否为严平稳过程?
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证明.
1. 首先, 我们有 E[X] = E[Y ] = 0, E[X2] = E[Y 2] = 2, 以及 E[XY ] = 0. 有均值函数和自相关函数的定义我们有

µZ(t) = E[X sin t + Y cos t]

= E[X] sin t + E[Y ] cos t

= 0,

rX (t1, t2) = E[(X sin t1 + Y cos t1)(X sin t2 + Y cos t2)]

= E[X
2
] sin t1 sin t2 + E[XY ](sin t1 cos t2 + cos t1 sin t2) + E[Y

2
] cos t1 cos t2

= 2 cos(t1 − t2).

2. 由上一问我们知 Z(t) 是宽平稳过程. 我们有

E[Z
3
(t)] = E[(X sin t + Y cos t)

3
]

= E[X
3
] sin3

t + 3E[X
2
Y ] sin2

t cos t + 3E[XY
2
] sin t cos2 t + E[Y

3
] cos3 t,

其中 E[X3] = E[Y 3] = 2, E[X2Y ] = E[XY 2] = 0. 代入上式我们可得

E[Z
3
(t)] = 2(sin3

t + cos3 t),

于是 Z(t) 不是严平稳过程.
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例 2.2

如果 Z0, Z1, · · · 是独立同分布的随机变量，定义 Xn = Z0+Z1+ · · ·+Zn，证
明 {Xn, n = 0, 1, · · · } 是平稳独立增量过程.
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证明.
(1) 先证对任意给定的 k 个时刻 0 ≤ n1 < n2 < · · · < nk，随机变量

Xn2 −Xn1 , Xn3 −Xn2 , · · · , Xnk
−Xnk−1

相互独立. 事实上，由于 Z0, Z1, · · ·
是相互独立的随机变量，所以

Xni+1 −Xni =

ni+1∑
l=ni+1

Zi, i = 1, 2, · · ·

也相互独立.

第 8 讲 随机过程简介与泊松过程总结总结



课程第一部分总结
例子

证明.
(2) 再证 {Xn, n = 0, 1, · · · } 有平稳增量，即证明对任意给定的两个时刻

0 ≤ n1 < n2 以及整数 l > 0，随机变量 Xn1+l −Xn1 与 Xn2+l −Xn2 有相同分
布. 由 Z0, Z1, · · · 同分布知它们有相同的特征函数，记为 ϕZ1(t). 再由
Z0, Z1, · · · 的独立性，我们有

Xn1+l −Xn1 =

n1+l∑
l=n1+1

Zl 与 Xn2+l −Xn2 =

n2+l∑
l=n2+1

Zl

有相同的特征函数 [ϕZ(u)]
l，利用随机变量特征函数唯一确定其分布的性质，

我们知 Xn1+l −Xn1 与 Xn2+l −Xn2 有相同分布.
综上，{Xn, n = 0, 1, · · · } 是平稳独立增量过程.
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例 2.3

人造卫星按照强度为 λ 的泊松流路过靶场上空. 如果试射一枚导弹需要的时
间为 s, 计算在时刻 t 发射的导弹不被卫星监测的概率.
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解.
由题意，人造卫星路过靶场上空的过程是一个泊松过程，记第 n 次到达的时间为
Sn. 时刻 t 之后第一次有卫星路过的时刻为 SN(t)+1. 记 R(t) = SN(t)+1 − t，则
R(t) ∼ E(λ). 在时刻 t 发射的导弹不被卫星监测当且仅当 R(t) > s. 于是我们知在
时刻 T 发射的导弹不被卫星监测的概率为

P (R(t) > s) = e−λs.

第 8 讲 随机过程简介与泊松过程总结总结



课程第一部分总结
例子

例 2.4

设 {N(t)} 是强度为 λ 的泊松过程，T 是和该泊松过程独立的随机变量. 当 T
服从参数为 β 的指数分布时，
(1) 求 N(T ) 的概率分布；
(2) 计算 E[N(T )].
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解.
(1) 由全概率公式我们有

P (N(T ) = n) =

∫ +∞

0
P (N(t) = n|T = t)fT (t)dt

=

∫ +∞

0
P (N(t) = n)βe−βtdt

=

∫ +∞

0
e−λt (λt)

n

n!
βe−βtdt

=
β

n!

∫ +∞

0
e−(λ+β)t(λt)ndt.

=
λnβ

(λ+ β)k+1
.

(2) E[N(t)] =
∑+∞

n=0 nP (N(T ) = n) = β
λ+β

∑+∞
n=0 n(

λ
λ+β )

n = λ/β.
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例 2.5

某商品每件附赠一张奖券, 奖券有 m 种不同类型. 独立于过去收集的奖券, 某
人每次以概率 pj (

∑m
i=1 pj = 1) 收集一张类型 j 的奖券. 以 N 记他为了收集

齐全套奖券购买的商品件数. 求 E[N ].
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解.
如果我们令 Nj 表示为收集到类型 j 所需购买的商品数, 那么

N = max
1≤j≤m

Nj .

我们知道每个 Nj 分别是以 pj 为参数的几何随机变量, 但它们并不是独立的, 之间
的关系比较复杂, 所以上式虽然给出了 N 的几个具体表达, 但似乎并不容易直接应
用.
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解.
为此, 我们将问题作一个转化. 我们假设奖券收集的时间是按速率为 1 的泊松过程
选取的. 如果某时刻得到了类型 j 的奖券, 我们就称该时刻发生了一个类型为 j 的
事件 (1 ≤ j ≤ m). 现在我们令 Nj(t) 表示到时刻 t 为止收集到的类型 j 的奖券数,
那么 {Nj(t), t ≥ 0} (j = 1, · · · ,m) 是强度为 λpj = pj 的相互独立的泊松过程. 令
Xj 表示第 j 个过程的首个事件发生的时间, 并且令

X = max
1≤j≤m

Xj

表示收集到全套收藏的时间.
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解.
因为 Xj 是速率为 pj 的相互独立的指数随机变量, 所以

P (X ≤ t) = P ( max
1≤j≤m

Xj < t)

= P (Xj < t, 对任意 j = 1, · · · ,m}

=

m∏
j=1

(1− e−pjt).

因此

E[X] =

∫ ∞

0
P (X > t)dt =

∫ ∞

0
{1−

m∏
j=1

(1− e−pjt)}dt.
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解.
下面我们要做的是建立 E[X] 和 E[N ] 之间的联系. 记 Ti 为奖券计数所对应的泊松
过程的第 i 个到达时间间隔. 不难看出

X =

N∑
i=1

Ti.

因为 Ti 是参数为 1 的相互独立的指数随机变量, 而 N 与 Ti 独立, 所以

E[X|N ] = NE[Ti] = N.

因此

E[N ] = E[X] =

∫ ∞

0
P (X > t)dt =

∫ ∞

0
{1−

m∏
j=1

(1− e−pjt)}dt.

第 8 讲 随机过程简介与泊松过程总结总结



课程第一部分总结
例子

例 2.6: 阿里巴巴全球数学竞赛 2022 年预赛试题

第 8 讲 随机过程简介与泊松过程总结总结



课程第一部分总结
例子

例 2.7: 阿里巴巴全球数学竞赛 2022 年预赛试题
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解.
本例是上例的一个推广. 我们可以将一般问题描述如下: 假设盲盒有 n 种款式, 以及
最终目标是对于每种款式 i 需要收集 ki 个. 记首次达成目标时购买的盲盒数量是
N , 我们的目标是计算 E[N ]. 我们将这个过程嵌入到泊松过程中: 假设有一个参数
为 1的泊松过程, 每次该过程对应的事件发生时, 就独立地按照概率 pi 抽取款式. 记

Ti = inf{t ∈ R+ : 在时间 t 收集到了ki 个款式 i}
T = max

1≤i≤n
Ti.

和上例证明类似, 我们有 E[T ] = E[N ].
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解.
我们和上例类似可以算得

E[T ] =

∫ ∞

0
P [T > t]dt

=

∫ ∞

0
(1− P [T ≤ t])dt

=

∫ ∞

0
(1− P [Ti ≤ t, ∀1 ≤ i ≤ n])dt

=

∫ ∞

0
(1−

n∏
i=1

(1−
ki−1∑
k=0

e−pit
(pit)

k

k!
))dt.
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解.
(1) 在本题中, n = 3, 目标收集 (k1, k2, k3) = (2, 1, 1). 我们可以计算得到解析表达
式

E[N ] = 1 + p1 + (
2

p1
+

1

p2
+

1

p3
)−

3∑
i=1

1

1− pi
− p1

(p1 + p2)2
− p1

(p1 + p3)2
.

将 (p1, p2, p3) = (1/3, 1/3.1/3) 带入我们可以得到期望为 71
3 , 所以答案选 B.

(2) 上一问中我们已经算得方案 A 的期望是 71
3 . D 显然不是一个好方案, 因为收集

到 “威” 字图案的期望是 8, 已经超过了方案 A. 所以核心在于考虑方案 B, C. 利
用 (1) 中得到的公式可以计算出 B, C 方案对应的期望分别为 7 1

18 和 6233
245 . 所

以方案 C 是最佳的.
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例 2.8

一个二维 Poisson 过程是一个在平面上随机发生的事件的过程，它满足
(1) 对于面积为 A 的任何区域，在这个区域中的事件个数具有均值为 λA 的

Poisson 分布.
(2) 在不相交的区域中的事件个数是独立的.
对于这样的过程，考察平面中的一个任意的点，而以 X 记它到最近的事件的
（欧式）距离. 证明：

(1) P{X > t} = e−λπt2 ,
(2) E[X] = 1

2
√
λ

.
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证明.
(1) 以 Nt 表示在以该点为中心，半径为 r 的圆中发生的事件数，则 Nt 服从参数
为 λπt2 的 Poisson 分布

P{X > t} = P{Nt = 0} = e−λπt2 .

(2) E[X] =
∫∞
0 P{X > t}dt = 1

2
√
λ

.
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例 2.9

设 {N(t)} 是强度函数为 λ(t) 的非齐次泊松过程，X1, X2, · · · 是事件之间的
间隔时间，问：
(1) 诸 Xi 是否独立？
(2) 诸 Xi 是否同分布？
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证明.
记 m(t) =

∫ t
0 λ(s)ds，则对任意 t1, t2 > 0，有

(1) 由于

P (X2 > t2|X1 = t1) = P (N(t1 + t2)−N(t1) = 0|X1 = t1)

= P (N(t1 + t2)−N(t1) = 0)

= e−[m(t1+t2)−m(t1)]

与 X1 的取值 t1 有关，所以 X2 与 X1 不独立，从而 {Xi, i = 1, 2, · · · } 不独立.
(2) 因为 P (X1 > t1) = e−m(t1)，而 P (X2 > t2) =

∫∞
0 e−m(t1+t2)m(t1)dt1. 所以 X1

和 X2 不同分布.

第 8 讲 随机过程简介与泊松过程总结总结


	课程第一部分总结
	例子

