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在实际问题中，对于更新过程 {N(t)} 的记录或观测有时不是从 t = 0 开始的.
如果更新过程在很久以前就开始了，从 t0 开始记录的更新过程的第一个更新
间隔 X1 = R(t0) 的分布函数近似等于

Fe(x) =
1

µ

∫ x

0
F (s)ds, x ≥ 0. (1.1)

如果更新过程已经有无穷长的历史，则在时刻 t 重新记录的更新过程的第一
个更新间隔 X1 有分布函数 (1.1)，其余的更新间隔 {Xj |j ≥ 2} 依然是来自总
体 X 的随机变量.
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定义 1.1

设 X 和 X1 是非负随机变量，分布函数分别是 F (x) 和由 (1.1) 定义的
Fe(x). 如果 {Xjj ≥ 2} 是来自总体 X 的随机变量，和 X1 独立，则称
以 {Xj |j ≥ 1} 为更新间隔的更新过程

Ne(t) =

∞∑
j=1

I[Sj ≤ t], t ≥ 0

为平衡更新过程，称 Xj 为第 j 个更新间隔，称

Sj = X1 +X2 + · · ·+Xj

为第 j 个更新时刻.
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对于平衡更新过程也可以定义时刻 t 的剩余寿命 Re(t). 由于平衡更新过程是
有无穷长历史的更新过程，所以对于 t ≥ 0，t 时的剩余寿命 Re(t) 应当有分
布函数 Fe(x)，此外，Ne(t+ s)−Ne(t) 是具有无穷长历史的更新过程在区间
(t, t+ s] 中的更新次数，应当与 t 无关，所以平衡更新过程应当具有平稳增量
性.

定理 1.2

平衡更新过程 {Ne(t)} 是平稳增量过程，对于 t ≥ 0，剩余寿命 Re(t)
和 X1 有相同的分布函数 Fe(x).
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例 1.3

强度为 λ 的泊松过程是平衡更新过程.

证明.
泊松过程的更新间隔 X 服从指数分布. 由指数分布的无记忆性知剩余寿命
R(t) 和 X 同分布，于是 X1 ∼ Fe(x) = F (x).
具有平稳增量的计数过程又称为平稳点过程. 平衡更新过程是平稳点过程.
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定义 2.1

设 X 和 X1 是非负随机变量，{Xj |j ≥ 2} 是来自总体 X 的随机变量，
X1 和总体 X 独立. 称以 {xj} 为更新间隔的更新过程

ND(t) =

∞∑
j=1

1[Sj ≤ t], t ≥ 0

为延迟更新过程，称 Xj 为第 j 个更新间隔，称

Sj = X1 +X2 + · · ·+Xj

为第 j 个更新时刻.
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容易理解，如果 X1 也和 X 同分布，则 ND(t) 简化成更新过程. 当 X 有分布
函数 F (x)，X1 的分布函数是 Fe(x) 时，ND(t) 是平衡更新过程.
设 G(x) = P (X1 ≤ x)，F (x) = P (X ≤ x). 用 mD(t) = E[ND(t)] 表示延迟更
新过程的更新函数，用 F0 表示常数 0 的分布函数，则有

mD(t) =

∞∑
j=1

E[I[Sj ≤ t]] =

∞∑
j=1

P (X1 + (Sj −X1) ≤ t) =

∞∑
j=1

G ∗ Fj−1(t).

对于延迟更新过程，也可以定义 t 时刻的年龄 AD(t) 和剩余寿命 RD(t) 如下：

AD(t) = t− SN(t), RD(t) = SN(t)+1 − t.

引入 XD(t) = AD(t) +RD(t)，则 XD(t) 是 t 时服役的部件的寿命.
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延迟更新过程的极限定理
设总体 X 有分布函数 F (t)，数学期望 µ = E[X]，X1 有分布函数 G(x). 以
下结果成立：
(1) 更新函数 mD(t) =

∑∞
m=1G ∗ Fn−1(t) 是更新方程

m(t) = G(t) +

∫ t

0
m(t− s)dF (s)

的唯一局部解；
(2) 如果 σ2 = Var(X) < ∞，则有中心极限定理

lim
t→∞

P

(
ND(t)− t/µ

σ
√
t/µ3

)
= Φ(x), x ∈ (−∞,∞),

其中 Φ(x) 是 N(0, 1) 的分布函数；
(3) 当 t → ∞ 时，ND(t)

t → 1
µ a.s.；

(4) 当 t → ∞ 时，mD(t)
t → 1

µ；
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(5) 如果 X 不是格点随机变量，则当 t → ∞ 时，

mD(t+ a)−mD(t) → a/µ;

(6) 设 X 和 X1 是有相同周期 d 的格点随机变量，则

lim
n→∞

[mD(nd)−mD(nd− d)] = d/µ;

(7) 设 X 不是格点随机变量，µ < ∞，h(x) 直接黎曼可积，则

lim
t→∞

∫ ∞

0
h(t− x)dmD(x) =

1

µ

∫ ∞

0
h(x)dx;

(8) 对 t ≥ x ≥ 0，P (AD(t) ≥ x) = G(t) +
∫ t−x
0 F (t− s)dmD(s)；

(9) 对 t, x ≥ 0，P (RD(t) > x) = G(t+ x) +
∫ t
0 F (t− s+ x)dmD(s)；
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(10) 设 X 不是格点随机变量，则有

lim
t→∞

P (AD(t) ≤ x) =
1

µ

∫ x

0
F (s)ds,

lim
t→∞

P (RD(t) ≤ x) =
1

µ

∫ x

0
F (s)ds,

lim
t→∞

P (AD(t) ≤ x) =
1

µ

∫ x

0
F (s)ds;

(11) 设 X 不是格点随机变量，E[X1] < ∞，σ2 = Var(X) < ∞，则有

lim
t→∞

E[AD(t)] =
σ2 + µ2

2µ
,

lim
t→∞

E[RD(t)] =
σ2 + µ2

2µ
,

lim
t→∞

(
mD(t)−

t

µ

)
=

σ2 + µ2

2µ
− µ1

µ
.
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气象卫星利用二进制数据把搜集的气象资料传回地面气象站. 根据历史
资料知道气象站将以概率 p 接收到信号 1，以概率 q = 1− p 接收到信
号 0. 接收到的信号构成一个 0-1 序列：Y1, Y2, · · · . 气象专家关心接收
信号中字串 01011 出现的频率 f0. 试在独立同分布的假设下计算 f0.
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证明.
根据题意，{Yi} 是独立同分布的随机变量，服从两点分布 P (Yi = 1) = p，
P (Yi = 0) = q. 每当字符串 01011 结束时，认为有一个更新发生. 例如接收信
号是下图的第一行时 (第二行是序号)，更新

在 S1 = 9，S2 = 14，S3 = 28 处发生，更新间隔是 X1 = S1 = 9，
X2 = S2 − S1 = 5，X3 = S3 − S2 = 14. 用 N(n) 表示前 n 个信号中的更新次
数，用 [t] 表示 t 的整数部分，则

N(t) = N([t]), t ≥ 0

是一个延迟更新过程，且 f0 = 1/EX2.
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更新在 t = n 处发生的充分必要条件是

(Yn−4, Yn−3, Yn−2, Yn−1, Yn) = (0, 1, 0, 1, 1).

于是

P (n处有更新) = P ((Yn−4, Yn−3, · · · , Yn) = (0, 1, 0, 1, 1))

= p2q2, n ≥ 5,

P (n处无更新) = P ((Yn−4, Yn−3, · · · , Yn) ̸= (0, 1, 0, 1, 1))

= 1− p3q2, n ≥ 5.
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X1, X2 都是周期为 1 的格点随机变量. 根据 (6)，

p3q2 = P (n处有更新) = P (ND(n− 1, n] = 1)

= E[ND(n)−ND(n− 1)]

= mD(n)−mD(n− 1) → 1

EX2
(n → ∞).

于是对于字串 01011 的平均等待时间为 EX2 = 1/(p3q2)，字串 01011 出现的
概率

f0 = lim
t→∞

ND(t)

t
= p2q2.
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例 2.3

如果 Y1, Y2, · · · 是来自总体 Y 的随机变量，

P (Y = yj) = pj , j ≥ 1,

则 Y1, Y2, · · · 的轨迹 (或观测) 是以 y1, y2, · · · 为元素的无穷序列. 当关
心字串 y1y2 · · · yr 出现的频率时，仍然认为在字串 y1y2 · · · yr 结束时有
一个更新发生.
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用 N(n) 表示前 n 个信号中的更新次数，用 [t] 表示 t 的整数部分，则
{N([t]), t ≥ 0} 是延迟更新过程. 更新在 t = n 处发生的充分必要条件是
Yn = yr，其中

Yn = (Yn−r+1, Yn−r, · · · , Yn), yr = (y1, y2, · · · , yr).

于是

P (n处有更新) = P (Yn = yr) = p1p2 · · · pr, n ≥ r,

P (n处无更新) = 1− p1p2 · · · pr, n ≥ r.
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更新间隔 X1, X2 都是周期为 1 的格点随机变量. 于是

P (n处有更新)

=E[ND(n)−ND(n− 1)]

=mD(n)−mD(n− 1)

→ 1

EX2
(n → ∞).

于是得到平均等待间隔 EX1 = 1/(p1p2 · · · pr)，字串 y1y2 · · · yr 出现的频率
f0 = p1p2 · · · pr.
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EX2 =
1

pj1pj2 · · · pjr
.

于是字串 yj1yj2 · · · yjr 出现的频率是 f0 = pj1pj2 · · · pjr .
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设 {N(t)} 是以 {Xj} 为更新间隔的延迟更新过程，更新时刻 Sn =
∑n

j=1Xj .
又设 (Ui, Vi) (i = 2, 3, · · · ) 是来自总体 (U, V ) 的随机变量，使得

Xj = Uj + Vj , Uj ≥ 0, j = 2, 3, · · · .

对于 j ≥ 1，当 t ∈ [Sj , Sj + Uj+1) 时，称 t 时系统处于开状态；当
t ∈ [Sj + Uj+1, Sj+1) 时，称 t 时系统处于关状态. 则得到了一个有延迟的开
关系统，简称延迟开关系统.
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定理 3.1

对于 µU = E[U ] < ∞，µV = E[V ] < ∞，如果 X = U + V 不是格点随
机变量，则

lim
t→∞

P (t 时开) =
µU

µU + µV
,

lim
t→∞

P (t 时关) =
µV

µU + µV
.
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例 3.2

一部电话是一个开关系统，占线时关状态，占线时为开状态. 一个信息
咨询台的 m 部电话相互独立地工作着，每部电话是一个分系统. 第 k
部电话的开状态有数学期望 µk，关状态有数学期望 λk. 当所有电话都
占线时称咨询台处于关状态，否则称为开状态. 于是咨询台也构成了一
个开关系统. 对于充分大的 t，计算 t 时刻是关状态的概率.
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解.
本问题中，所有的更新间隔都是非格点随机变量. 用 Vj(t) 表示第 j 部电话在
t 时处于关状态，利用定理 3.1 我们有

lim
t→∞

P (Vj(t)) =
λj

µj + λj
.

对于咨询台来讲，当 t 充分大后，有

P (t 时关) = P (

m∩
j=1

Vj(t)) =
m∏
j=1

P (Vj(t)) ≈
m∏
j=1

λj

µj + λj
.
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在本问题中，子系统的并联构成了总系统，如果把 limt→∞ P (t 时开) 称为稳
定状态下总系统的可靠度，则

lim
t→∞

P (t 时开) ≈ 1−
m∏
j=1

λj

µj + λj
.
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