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用 {N(t)} 表示以 {Xj} 为更新间隔的更新过程，如果在第 j 个更新间隔 Xj

结束时有更新费用 Yj 发生，则在 [0, t] 发生的总费用是

M(t) =

N(t)∑
j=1

Yj .

称 {M(t)|t ≥ 0} 为有偿更新过程.
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以下假设 (Xj , Yj), (j = 1, 2, · · · ) 是来自总体 (X,Y ) 的随机向量，

M(t)

t

是 [0, t] 中的平均费用. 由于第一个更新间隔的费用对 M(t)/t 的影响随着 t
的增加逐步耗尽，而每个更新间隔的平均费用是

E[Y ]

E[X]
,

所以应当有

lim
t→∞

M(t)

t
=

E[Y ]

E[X]
a.s..

于是对于充分大的 t，时间段 (t, t+ a] 中的平均费用应当是

E[M(t+ a)−M(t)] = a
E[Y ]

E[X]
.

下面我们来严格证明这些结论.
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对于有偿更新过程 {N(t)}，设 µX = E[X] < ∞. µY = E[Y ] < ∞，a
是正常数，则
(1) limt→∞M(t)/t = µY /µX a.s.；
(2) limt→∞E[M(t)]/t = µY /µX；
(3) 当 X 不是格点随机变量时，有

lim
t→∞

(E[M(t+ a)]− E[M(t)]) = a
µY

µX
.
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证明.
利用 limt→∞N(t) = ∞ a.s. 以及

lim
t→∞

N(t)

t
=

1

E[X]
a.s., lim

t→∞

∑N(t)
j=1 Yj

N(t)
= E[Y ] a.s.,

我们有

lim
t→∞

M(t)

t
= lim

t→∞

N(t)

t

1

N(t)

N(t)∑
j=1

Yj =
E[Y ]

E[X]
a.s.,

这就证明了 (1).
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证明.
为了方便，只对 {Yj} 与 {Xj} 独立的情况证明结论 (2) 和 (3). 因为更新过程
{N(t)} 由更新间隔 {Xj} 决定，与 {Yj} 独立，所以利用瓦尔德定理我们有

E[M(t)] = E[

N(t)∑
j=1

Yj ] = E[N(t)]E[Y ],

两边除以 t 后，利用基本更新定理可得

lim
t→∞

E[M(t)]

t
= lim

t→∞

E[N(t)]

t
E[Y ] =

E[Y ]

E[X]
.

这就证明了 (2).
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证明.
又注意到

E[M(t+a)]−E[M(t)] = E[N(t+1)]E[Y ]−E[N(t)]E[Y ] = (m(t+a)−m(t))E[Y ],

其中 m(t) = E[N(t)] 是更新函数. 利用布莱克威尔定理可以得到结论 (3).
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推论 1.2

对于延迟开关系统，当 µU + µV < ∞ 时，

lim
t→∞

[0, t] 内的开状态时间长度
t

=
µU

µU + µV
a.s..
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证明.
用 U(t) 表示 [0, t] 内的开状态时间长度，则关于有偿更新过程
M(t) =

∑N(t)
j=1 Uj 有关系式

M(t) ≤ U(t) ≤ M(t) + UN(t)+1.

因为当 t → ∞ 时，
M(t)

t
→ E[U ]

E[X]
=

µU

µU + µV
a.s.,

M(t) + UN(t)+1

t
=

N(t) + 1

t
(

1

N(t) + 1

N(t)+1∑
j=1

Uj)

→ 1

E[X]
E[U ] =

µU

µU + µV
a.s.,

所以结论成立.
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例 2.1

在北京市区丢失自行车是司空见惯的事情. 一位职工每天骑自行车上下
班，自行车丢失或损坏后马上用 Y 元购一辆新车继续使用. 设他靠骑车
每周能节省 Z 元公交车费.
(1) 他平均多长时间更新一辆自行车才能保证汽车比乘车更省钱.
(2) 如果自行车的平均单价是 180 元，每周的平均乘车费是 15 元，平
均每年更新一辆自行车，他每周平均能节省多少元？
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解.
设 (Xj , Yj , Zj)(j = 1, 2, · · · ) 是来自总体 (X,Y, Z) 的随机向量，其中 {Xj} 表示自行
车的更新间隔，单位是周；Yj 是第 j 次更新自行车的费用，单位是元；Zj 是第 j 周
的乘车费，单位是元. 用 {N(t)} 表示以 {Xj} 为更新间隔的更新过程. [0, t] 周内购
车的费用是

M(t) =

N(t)∑
j=1

Yj .

[0, t] 周内的乘车费

Z(t) =

[t]∑
j=1

Zj + (t− [t])Z[t]+1.

于是 [0, t] 内骑车节省费用 Z(t)−M(t)，每周节省的费用是

Z(t)−M(t)

t
.
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(1) 根据问题的背景知道所有随机变量的数学期望都存在. 在不等式

[t]∑
j=1

Zj ≤ Z(t) ≤
[t]+1∑
j=1

Zj

的各项同除以 t 后，利用强大数律得到

lim
t→∞

Z(t)

t
= lim

t→∞

1

t

[t]∑
j=1

Zj = EZ a.s..

于是该职工每周平均节省

M = lim
t→∞

Z(t)−M(t)

t
= EZ − EY

EX
.

于是，只有当 EZ > EY /EX 时才能够省钱.
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(2) 当 EY = 180 元，EZ = 15 元，EX = 365/7 周时，有

M = EZ − EY

EX
= 15− 180× 7

365
= 11.5479,

每周平均节省 11.55 元.
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例 2.2

设波音 737 飞机的使用寿命为服从分布 G(s) 的一个随机变量 T (单位：
年). 飞机购置费为 a 元，飞机在服役期间每年创造利润 b 元. 如果使用
中飞机损坏，除了需要购置新飞机，还要承担额外损失 c 元. 为保险起
见，航空公司决定飞机使用 s 年后就放弃不用，购置新的波音 737，长
期实施以上策略，一架飞机每年平均贡献多少利润？
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解.
我们用有偿更新过程解决这个问题. 设第 n 架飞机的使用寿命为 Tn 年，则这
架飞机的实际使用年限为

Xn = min(Tn, s).

放弃第 n 架飞机时的获利为

Yn =

{
sb− a, 当 Tn > s,
Tnb− a− c, 当 Tn ≤ s.

用示性函数写出来就是

Yn = (sb− a)I[Tn > s] + (Tnb− a− c)I[Tn ≤ s].
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解.
当 T1, T2, · · · 是来自总体 T 的随机变量时，(Xj , Yj) 就是独立同分布的随机
向量. 用 {N(t)} 表示以 {Xj} 为更新间隔的更新过程，则在时间段 [0, t] 中的
获利为

M(t) =

N(t)∑
j=1

Yj +A(t)b,

其中 A(t) = t− SN(t) ≤ s. 于是很长时间后，一架飞机每年平均贡献的利润为

E[M(t)]

t
≈ E[Y1]

E[X1]
.
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解.
用 G(x) = P (T ≤ x) 表示 T 的分布函数时，有

E[X1] =

∫ ∞

0

P (X1 > x)dx =

∫ ∞

0

P (T1 > x, s > x)dx

=

∫ s

0

P (T1 > x)dx =

∫ s

0

G(x)dx,

E[Y1] = (sb− a)E(I[Tn > s]) + bE(TnI[Tn ≤ s])− (a+ c)E(I[Tn ≤ s])

= (sb− a)G(s) + b

∫ s

0

xdG(x)− (a+ c)G(s).

于是一架飞机平均每年贡献的利润为

h(s) =
(sb− a)G(s) + b

∫ s

0
xdG(x)− (a+ c)G(s)∫ s

0
G(x)dx

.

要想得到最大利润，只要取 s 为 h(s) 的最大值点即可.
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例 2.3

某车站的乘客按照更新间隔时间均值为 µ 的更新过程到达. 车站当乘客
数量达到 x 时发一班车. 当有 n 个乘客等候时，候车室会产生每小时
cn 元的费用. 给出候车室的长程平均费用计算公式. 设每开出一班车，
车站会产生 a 元的费用. 给出车站长程平均费用计算公式. 问 x 取何值
时车站的长程平均费用最低？
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解.
用 Tn 表示第 n 位与第 n+ 1 位乘客到达的间隔时间. 根据假设我们有
E[Tn] = µ. 在此模型中，每发出一班车就称完成了一次循环. 用 ξ1 表示第一
班车发车的时刻，则每次循环的期望时间为 E[ξ1] = xµ. 用 η1 表示到第一班
车发车时候车室的费用. 则 η1 = c[T1 + 2T2 + · · ·+ (x− 1)Tx−1]，故在每个循
环中候车时的期望费用为

E[η1] = cµ[1 + 2 + · · ·+ (x− 1)] =
1

2
cµx(x− 1).

所以候车室的长程费用为

f(x) =
E[η1]

E[ξ1]
=

cµx(x− 1)

2µx
=

1

2
c(x− 1).

车站的长程平均费用为

g(x) =
a+ cµx(x− 1)/2

µx
=

2a+ cµx(x− 1)

2µx
.
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证明.
对上式求导我们有

g′(x) =
2cµ2x(2x− 1)− 4aµ− 2cµ2x(x− 1)

(2µx)2
=

2cµ2x2 − 4aµ

(2µx)2
.

令 g′(x) = 0，得 cµx2 − 2a = 0. 该方程的解为

x =
√
2a/cµ.

所以，取 x 为 [
√

2a/cµ] 和 [
√

2a/cµ] + 1 两者中代入 g 中取值更小的那一个，
此时车站的长程平均费用最低.
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