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1. 更新过程 重点: 基本概念的理解.
2. 更新定理与更新方程 重点: 停时, 更新定理与更新方程的应用. 难点: 停
时的理解.

3. 年龄与剩余寿命
4. 开关过程与更新过程的推广 重点: 利用开关系统, 有偿更新过程建模解
决实际问题.
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例 2.1

设更新过程 {N(t)} 的更新间隔有密度函数 f(t) > 0, 是否能找到来自
总体 T 的随机变量 {Ti}, 使得将 {N(t)} 的第 i 个更新间隔扩大为 Ti

倍后, 得到强度为 λ 的泊松过程.
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证明.
令 FX(t) 为 X 的累积分布函数. 构造 Ti =

− ln(1− FX(Xi))

λXi
. 此时

Yi = TiXi = − 1

λ
ln(1− FX(Xi)). 注意到 V = FX(Xi) ∼ U(0, 1), 所以对于

y > 0,

FY (y) = P (Yi ≤ y)

= P

(
− 1

λ
ln(V ) ≤ y

)
= P (ln(V ) ≥ −λy)

= P (V ≥ e−λy)

= 1− e−λy.

于是 Yi 服从参数为 λ 的指数分布.
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例 2.2

在对更新过程 {N(t)} 进行记录时，每个事件都以概率 p 被漏记. 问记
录下来的计数过程是否为更新过程? 如果是, 求更新间隔的分布和原更
新间隔分布之间的关系.
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证明.
由于原过程是更新过程，每个事件被漏记所对应的事件相互独立，也与更新
过程独立，同时由下面计算知每次记录的时间间隔服从相同的分布，所以新
过程也为更新过程。以 X 表示新的更新过程的时间间隔，则以 N 表示两次
更新中漏记的事件数，由全概率公式我们有：

P (X ≤ t) =

∞∑
n=0

P (X ≤ t|N = n)P (N = n)

=

∞∑
n=0

Fn+1(t)(1− p)pn

= (1− p)
∞∑
n=1

Fn(t)p
n−1.
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例 2.3

设 T1, T2, · · · 独立同分布,都服从二项分布B(n, p),且与更新过程 {N(t)}
独立. 将 {N(t)} 的第 i 个更新间隔扩大 Ti 倍后, 是否得到新的更新过
程？如果是, 计算更新间隔的密度函数.
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证明.
新的计数过程的时间间隔为 Yi = XiTi. 注意到 {Ti} 相互独立，{Xi} 也相互
独立，且 {Ti} 与 {Xi} 独立，故 {XiTi} 也相互独立。下面我们证明 Yi 具有
相同的分布，从而得到的过程为更新过程.
我们有

P (TiXi ≤ x) =

n∑
k=0

P (TiXi ≤ x|Ti = k)P (Ti = k)

=

n∑
k=1

P (kXi ≤ x)

(
n

k

)
pkqn−k + qn

=

n∑
k=1

(
n

k

)
pkqn−kF (x/k) + qn.

从而我们知得到的过程为更新过程，且更新间隔的分布函数如上.
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例 2.4

设更新过程 (N(t) : t ≥ 0) 的更新间隔时间序列 {Xn} 取正整数值. 记
An = {在时刻 n 发生更新}. 证明：如果极限 a := limn→∞ P (An) 存在，
则有 a = 1/E(X1).
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证明.
注意到时刻 n 为止的更新次数为 N(n) =

∑n
k=1 1Ak

. 因此，

m(n) = E[N(n)] =

n∑
k=1

P (Ak).

由于极限 a := limn→∞ P (An) 存在，我们知 m(n)/a → a. 由基本更新定理
m(n)/n → 1/E(ξ1)，所以 a = 1/E(ξ1).
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例 2.5

设 {N(t) : t ≥ 0} 是一个更新过程，已知其更新函数 m(t) = E[N(t)].
求 g(t) := E[N(t)2].
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解.
令 S1 是第一次更新的时间，则

g(t) = E[E[N(t)2|S1]] =

∫ t

0
E[N(t)2|S1 = x]dF (x).

注意到

E[N(t)2|S1 = x] = E[(N(x, t] +N(x))2|S1 = x)

= E[(N(x, t] + 1)2|S1 = x]

= E[(N(t− x) + 1)2],

我们有

g(t) = F (t) + 2

∫ t

0
m(t− x)dF (x) +

∫ t

0
g(t− x)dF (x).
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证明.
又注意到 ∫ t

0
m(t− x)dF (x) = m ∗ F (t) = m(t)− F (t),

于是我们知 g 是如下更新方程的解：

g(t) = 2m(t)− F (t) +

∫ t

0
g(t− x)dF (x).

注意到 2m(t)− F (t) 是局部有界的，由课本定理 3.2 我们有

g(t) = 2m(t)− F (t) + [2m− F ] ∗m(t)

= m(t) + 2m ∗m(t).
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设 X 和 X1 是非负随机变量, {Xj |j ≥ 2} 相互独立并且与 X 同分布,
且与 X1 独立. 称以 {Xj} 为更新间隔的更新过程 {ND(t)} 为延迟更新
过程. 对延迟更新过程计算 mD(t) = END(t), 并推导更新方程

mD(t) = G(t) +

∫ t

0
mD(t− s)dF (s),

其中 G(x), F (x) 分别是 X1, X 的分布函数.
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证明.
设 G(x) = P (X1 ≤ x)，F (x) = P (X ≤ x). 用 mD(t) = E[ND(t)] 表示延迟更新过程的更新函数，用 F0 表示常数 0 的分布函
数，则有

mD(t) =
∞∑
j=1

E[I[Sj ≤ t]]

=
∞∑
j=1

P (X1 + (Sj − X1) ≤ t)

=
∞∑
j=1

G ∗ Fj−1(t)（独立随机变量的和的分布函数等于它们各自分布函数的卷积)

= G(t) +
∞∑
j=1

G ∗ Fj(t)

= G(t) +
∞∑
j=1

G ∗ (Fj−1 ∗ F )(t)

= G(t) +
∞∑
j=1

(G ∗ Fj−1) ∗ F (t) (卷积服从结合率)

= G(t) + (
∞∑
j=1

G ∗ Fj−1) ∗ F (t)

= G(t) +

∫ t

0
mD(t − s)dF (s).
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例 2.7

某保险公司对某种保险有两档收费率，分别为每单位时间 r1 (称为一档
保费) 和 r0 (称为二档保费) . 设参保人一开始缴纳一档保费. 如果他缴
纳一档保费之后，在连续 s 个单位时间内没有发生理赔，那么他会将保
费切换到二档保费；一旦发生理赔，参保人会维持或切换到一档保费.
设理赔的发生构成一个参数 λ 的 Poisson 过程. 假设参保人的参保时间
充分的长，求他单位时间所付的平均保费.
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解.
如果当参保人按收费率 r1 付费时，我们说系统处在开状态，否则称系统处于
关状态，于是我们得到一个开关系统. 记 X 是是相继理赔间的时间间隔，U
是开状态时间，则 U = min(X, s). 于是

E[U ] = E[min(X, s)] =

∫ s

0
xλe−λxdx+ se−λs =

1

λ
(1− e−λs).

于是我们可得参保人以收费率 ri 付费的时间比例 (i = 1, 2)：

P1 = E[U ]/E[X] = 1− e−λs, P0 = 1− P1 = e−λs.

于是单位时间所付的平均保费为

r0P0 + r1P1 = r1 − (r1 − r0)e
−λs.
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例 2.8

证明更新过程是泊松过程的充分必要条件是剩余寿命 R(t) 与更新间隔
X 同分布.
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证明.
由泊松过程的定义知，如果一个更新过程是泊松过程，则其剩余寿命 R(t) 与更新间隔 X 同分
布. 我们已知

lim
t→∞

P (R(t) ≤ y) =
1

µ

∫ y

0

F (s)ds.

如果剩余寿命 R(t) 与更新间隔 X 同分布，则

P (R(t) ≤ y) = F (y).

于是
1

µ

∫ y

0

F (s)ds = F (y).

由上式我们知 F 连续可导，于是对上式两边关于 y 求导，得：

1− F (y) = F ′(y).

解上面的常微分方程并注意到 F (0) = 0，我们有 F (y) = 1− e−λy，其中 λ 是一个常数. 其为
指数分布的分布函数，所以更新间隔服从指数分布，从而这个更新过程是一个泊松过程.
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例 2.9

对于更新过程的年龄 A(t) 和寿命 R(t), 计算

P (R(t) > x|A(t) = s), P (R(t) > 2x|A(t+ x) = s).
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解.
我们有

P (R(t) > x|A(t) = s,N(t) = n) = P (Sn+1 − t > x|t− Sn = s, Sn+1 > t)

=
P (Sn+1 − t > x, t− Sn = s, Sn+1 > t)

P (t− Sn = s, Sn+1 > t)

=
P (Xn+1 > x+ s, Sn = t− s)

P (Xn+1 > s, Sn = t− s)

=
P (Xn+1 > x+ s)

P (Xn+1 > s)
=

F (x+ s)

F (s)
,
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解.
于是

P (R(t) > x|A(t) = s) =

∞∑
n=0

P (R(t) > x|A(t) = s,N(t) = n)P (N(t) = n|A(t) = s)

=
F (x+ s)

F (s)

∞∑
0

P (N(t) = n|A(t) = s)

=
F (x+ s)

F (s)
, s ≤ t.
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解.
注意到若 s < x, 则 P (R(t) > 2x|A(t+ x) = s) = 0. 当 s ≥ x 时, 我们知
{A(t+ x)− s} = {A(t) = s− x,XN(t)+1 > s}. 所以

P (R(t) > 2x|A(t+ x) = s) = P (R > 2x|A(t) = s− x,XN(t)+1 > s)

=
P (R > 2x,A(t) = s− x,XN(t)+1 > s)

P (A(t) = s− x,XN(t)+1 > s)

=
P (R(t) > 2x,A(t) = s− x)

P (A(t) = s− x,XN(t)+1 > s)

=
P (R(t) > 2x,A(t) = s− x)

P (A(t) = s− x, P (R(t) > x)

=
P (R(t) > 2x|A(t) = s− x)

P (R(t) > x|A(t) = s− x)

=
F (s+ x)

F (s)
.



第 15 讲 第二部分
总结: 更新过程

课程第二部分总结

例子

例 2.10

乘客按照每分钟 λ 个人的泊松流到达渡口, 每次到达一位乘客. 有 n 个
人在渡口渡船时, 每分钟渡口有收益 nc 元. 现在渡口每 T 分钟发一艘
船. 计算该渡口在单位时间内的平均收益.
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证明.
设第 i 个乘客到达时间为 Si. 称一次发船是一次更新. 记 Y 为一次更新的收益. 于是

Y = c

N(T )∑
i=1

(T − Si).

由课本 P40 例 2.2，我们有

E[Y ] =cE[

N(T )∑
i=1

(T − Si)]

=c
∞∑

n=0

E[

N(T )∑
i=1

(T − Si)|N(T ) = n]P (N(T ) = n)

=c
∞∑

n=0

E[
n∑

i=1

(T − Si)|N(T ) = n]P (N(T ) = n)

=c
∞∑

n=0

E[nT − n ·
T

2
]P (N(T ) = n)

=
1

2
cλT

2
.

于是单位时间的平均收益为
E[Y ]

T
=

1

2
λcT.
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例 2.11

生产线按顺序生产某种产品，且每件产品合格的概率为 p (0 < p < 1).
执行以下的抽检方案：开始时逐一检查每件产品，直到连续出现 k 件合
格品，之后以概率 α (0 < α < 1)检查每件产品，直到查出不合格品，此
时一个循环结束. 接着重新开始逐一检查每件产品，如此循环下去. 求
长时间看被检查产品所占的比例.
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解.
将该问题看作一个有偿更新过程. 于是长时间看被检查产品所占的比例等于一
个循环中被检查的产品数的期望除以一个循环中生产的产品数的期望.
由题意，一个循环分为两个阶段，全面检查阶段和抽查阶段. 我们分别计算两
个阶段所对应的被检查的产品数的期望和生产的产品数的期望.
我们先考虑第一个阶段，此时被检查的产品数和生产的产品数相同，它们的
期望也相同. 为方便叙述，不妨称在检查中连续出现的 k 件合格品为 k 件合
格品串. 于是这个阶段被检查的产品数为第一次出现 k 件合格品串时被检查
的产品数，记为 Nk. 下面推导 Mk := E[Nk] 的递推公式. 为此在第一个 k− 1
件合格品出现时，对下一件产品的情况分类考虑. 令 Gk 表示 “(第一个 k − 1
件合格品出现时) 下一件产品合格”. 如果 Gk 发生，则此前的 k − 1 件合格品
串与该件合格品串构成一个 k 件合格品串，所以 E[Nk −Nk−1|Gk] = 1；而如
果 Gc

k 发生，则此前出现的 k− 1 件合格品串失效，需要等待新的 k 件合格品
串，于是 E[Nk −Nk−1|Gc

k] = E[Nk + 1].
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解.
由于 P (Gk) = p，根据全期望公式我们有

E[Nk −Nk−1] = p+ (1− p)E[Nk + 1],

即
Mk −Mk−1 = p+ (1− p)(1 +Mk),

从而可得
pMk = Mk−1 + 1,

注意到 M1 = 1/p，我们有

Mk =
1

p
+

1

p2
+ · · ·+ 1

pk
=

1/pk − 1

1− p
.
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解.
对于第二阶段，每件检查产品不合格的概率为 q = 1− p，于是发现一件不合
格品平均要检查的产品数为 1/q. 而每件产品被发现是不合格品的概率为 αq，
所以发现一件不合格品平均出产的产品数为 1/αq. 因此

E[一个循环中被检查的产品数] = E[Nk] + 1/q,

E[一个循环中生产的产品数] = E[Nk] + 1/αq.

于是长时间被检查产品所占比例为

E[一个循环被检查的产品数]/E[一个循环生产的产品数] =
α

α+ (1− α)pk
.
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