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简单随机游动
简单随机游动中所有状态互通，{Xn} 是一个不可约马氏链，I 是一个等价类.
要研究 I 是否为常返等价类，只要研究状态 i. 如果质点在第 2n 步回到 i，则
向左和向右各移动了 n 次. 设每次移动向右的概率为 p，由二项分布的性质我
们可以得到

p
(2n)
ii = Cn

2np
nqn, p

(2n−1)
ii = 0.

当 s = 4pq < 1 时，有

∞∑
n=0

p
(n)
ii =

∞∑
n=0

p
(2n)
ii =

∞∑
n=0

(2n)!

n!n!
(pq)n

=

∞∑
n=0

1

n!
(
1

2
)(
3

2
) · · · 2n− 1

2
sn = (1− s)−1/2. (用 Taylor 级数展开)

由于 4pq ≤ 1，且 4pq = 1 的充分必要条件是 p = q，所以
∑∞

n=0 p
(n)
ii = ∞ 的

充分必要条件是 p = q. 于是 p = q 时，直线上的简单对称随机游动是常返的.
当 p ̸= q 时，非对称的简单随机游动是非常返的.
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用 an ≃ bn 表示 an/bn → 1(n → ∞). 利用斯特林公式

n! ≃ nne−n
√
2πn, (1.1)

可以进一步证明简单对称随机游动是零常返的. 实际上，由上式我们有

lim
n→∞

p
(2n)
ii = lim

n→∞
Cn
2n

1

22n
= lim

n→∞

(2n)!

n!n!

1

22n

= lim
n→∞

(2n)2ne−2n
√
4πn

n2ne−2n2πne2n
= lim

n→∞

1√
πn

= 0. (1.2)

于是 i 是零常返的.
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对于上例, 我们也可以直接论证对称情形下的常返性并确定在非对称情形下从
0 出发最终回到 0 的概率. 记

β = P (最终回到 0).

为了确定 β, 先以初始转移为条件得到

β = P (最终回到 0|X1 = 1)p+ P (最终回到 0|X1 = 1)(1− p).
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设 α 为当前状态是 1 的马尔可夫链最终回到状态 0 的概率. 为了得到 α 的一
个方程, 以下一次的转移为条件, 得到

α =P (最终回到 0|X1 = 1, X2 = 0)(1− p) + P (最终回到 0|X1 = 1, X2 = 2)p

=1− p+ P (最终回到 0|X1 = 1, X2 = 2)p

=1− p+ pα2,

其中最后一个等式是由由此得到的: 如果马氏链最终要从状态 2 到状态 0, 那
么必须首先到达状态 1, 这最终发生的概率也是 α; 如果它最终到达了状态 1,
那么接下来最终回到状态 0 的概率为 α. 所以

α = 1− p+ pα2.

这个方程的两个根是 α = 1 和 α = (1− p)/p. 因此, 在 p = 1/2 的对称随机游
动情形下, α = 1. 由对称性可得, 给定当前状态是 −1 的马氏链最终回到状态
0 的概率也是 1, 这就证明了对称随机游动是常返的.
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对于非对称情形, 应用强大数定律我们知此时随机游动所有状态都是非常返
态, 于是 β < 1. 现在假设 p > 1/2, 我们知 P (最终回到 0|X1 = −1) = 1. 因
此, 我们有

β = αp+ 1 = p.

因为在这种情形下随机游动是非常返的, 所以 β < 1, 这证明了 α ̸= 1. 因此
α = (1− p)/p, 从而

β = 2(1− p), p > 1/2.

类似地, 当 p < 1/2 时, 我们可以证明 β = 2p. 于是, 一般地,

P (最终回到 0) = 2min(p, 1− p).



第 19 讲 简单随机
游动的常返性，质
点在常返等价类中

的转移

简单随机游动的常
返性

质点在常返等价类
中的转移

两端是吸收壁和两端是反射壁的简单随机游动

在两端是吸收壁的简单随机游动中，{1, 2, · · · , n− 1} 是一个等价类. 因为质
点从 1 出发后不回到 1 的概率 1− f∗

11 > P (X1 = 0|X0 = 1) = q > 0，所以
{1, 2, · · · , n− 1} 是非常返等价类，{0} 和 {n} 是正常返等价类.

在两端是反射壁的简单随机游动中，{0, 1, 2, · · · , n} 是一个等价类. 由于 I 是
闭集，且只有 n+ 1 个状态. 所以 I 是正常返等价类.
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平面上的简单对称随机游动
设质点在平面的整数格点上做随机游动，每次以 1/4 的概率向最邻近的 4 个
状态转移. 将所有的格点编号后得到状态空间 I. 易见 I 的状态互通，因而是
一个等价类. 质点从 i 出发后，只可能在 2n 步上回到 i，这时质点向左、右各
移动 k 步，向上、下各移动 n− k 步. 用组合公式

∑n
k=0(C

k
n)

2 = Cn
2n，利用斯

特林公式 (1.1)，以及 (1.2) 我们有

p
(2n)
ii =

1

42n

n∑
k=0

(2n)!

[k!(n− k)!]2

=
1

42n
Cn
2n

n∑
k=0

(Ck
n)

2 = (
1

22n
Cn
2n)

2

≃ 1/(πn).

由于
∑

n≥1 n
−1 = ∞，所以平面上的简单对称随机游动也是常返的，再从

p
(2n)
ii → 0 知道，平面上的简单对称随机游动是零常返的.
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三维空间上的简单对称随机游动

设质点在三维直角坐标中的整数格点上做随机游动，每次以 1/6 的概率向最
邻近的 6 个状态转移. 将所有的格点编号后得到状态空间 I. 易见 I 的状态互
通，因而是一个等价类. 设 Kn = {j, k|j, k ≥ 0, j + k ≤ n}，则

p
(2n+1)
ii = 0,

p
(2n)
ii =

1

6(2n)

∑
j,k∈Kn

(2n)!

[j!k!(n− j − k)!]2
.

可以验证 k = j = [n/3] (与 n/3 最近的整数)，n!/(j!k!(n− j − k)!) 达到最大
值，再用斯特林公式得到

1

3n
max

j,k∈Kn

n!

j!k!(n− j − k)!
= O(n−1).
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上式与三项公式 ∑
j,k∈Kn

n!

j!k!(n− j − k)!
= (1 + 1 + 1)n = 3n

结合，得到

p
(2n)
ii ≤ 1

22n32n
Cn
2n max

j,k∈Kn

n!

j!k!(n− j − k)!
3n = O(n−3/2).

由于
∑

n≥1 n
−3/2 < ∞，所以三维空间中的简单对称随机游动是非常返的.
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当 C 是常返等价类时，我们知 C 是闭集. 质点从 C 中出发将永远在 C 中运
动. 质点在 C 中的运动也是一个马氏链，仍然用 {Xn} 表示.

例 2.1

考虑直线上的简单对称随机游动. 这时，状态空间 I = {j|j = 0, 1,±1,±2, · · · }
中的所有状态互通，是一个常返等价类，有周期 d = 2. 用 G1 表示所
有的奇数，用 G2 表示所有的偶数，则 I = G1 ∪ G2. 质点从偶数状态
出发，第 1 步进入 G1，第 2 进入 G2，第 3 步进入 G3 = G1，· · ·，第
n = md− 1 步进入 Gmd−1 = G1，第 n = md 步进入 Gmd = G2，周而
复始.
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定理 2.2

设常返等价类 C 有周期 d > 1. 取定 C 中的状态 i. 对于 j ∈ C，

(1) 有唯一的 r ∈ {1, 2, · · · , d}，使得只要 p
(n)
ij > 0，则有 n = kd+ r；

(2) 对于 (1) 中的 r，存在 Nj 使得 n > Nj 时，p
(nd+r)
ij > 0；

(3) f∗
ij =

∑∞
n=1 f

(nd+r)
ij = 1.
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证明.
因为 j ↔ i，所以有 k 使得 p

(k)
ji > 0.

(1) 如果 n,m 使得 p
(n)
ij p

(m)
ij > 0，则有

p
(n+k)
ii ≥ p

(n)
ij p

(k)
ji > 0,

p
(m+k)
ii ≥ p

(m)
ij p

(k)
ji > 0.

由周期的定义我们知 n+ k,m+ k 都是周期 d 的倍数，所以
n−m = (n+ k)− (m+ k) 也是 d 的倍数. 这说明 n,m 被 d 除后有相同
的余数，即存在唯一的 r ∈ {1, 2, · · · , d}，使得

n = k1d+ r, m = k2d+ r.
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证明.
(2) 设 p

(Nd+r)
ij > 0. 则存在 Nj 使得当 m > Nj 时，p

(md)
jj > 0. 当

n > N +Nj 时有 m = (n−N) > Nj，于是有

p
(nd+r)
ij ≥ p

(Nd+r)
ij pjj

(nd−Nd) = p
(Nd+r)
ij p

(md)
jj > 0.

(3) 由于 f
(n)
ij 是质点从 i 出发在第 n 步首次到达 j 的概率，所以 f

(n)
ij ≤ p

(n)
ij .

于是只要 n 使得 f
(n)
ij > 0 时，就有 p

(n)
ij > 0，从而有 n = kd+ r，我们知

f∗
ij =

∞∑
n=1

f
(n)
ij =

∞∑
n=1

f
(nd+r)
ij = 1.
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对于固定的 i ∈ C，定理 2.2 的 (1) 说明，质点从 i 出发后，只可能在
t = kd+ r 时转移到状态 j，r 是和 j 有关的正整数；性质 (2) 说明在时间充
分长后，质点可以在任何时刻 t = nd+ r 到达 j. 现在定义

Cr = {j|
∞∑
n=1

p
(nd+r)
ij > 0}, r = 1, 2, · · · , d�

质点从 i 出发后，只能在时刻

r, d+ r, 2d+ r, · · ·

进入集合 Gr，于是得到 d 个互不相交的 G1, G2, · · · , Gd. 质点在这些集合中
的转移规律如下，质点从 i 出发后，第 1 步进入 G1，第 2 步进入 G2，· · ·，
第 d 步进入 Gd. 第 d+ 1 步进入 Gd+1 = G1，· · ·，依次循环.
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命题 2.3

对于有周期 d 的正常返等价类 C 和 i, j ∈ C，有唯一的 r(1 ≤ r ≤ d)，
使得当 n → ∞ 时，

1

d

d∑
i=1

p
(nd+s)
ij =

1

d
p
(nd+r)
ij → 1

µj
.
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证明.
根据定理 2.2 (1)，有唯一的 r ∈ {1, 2, · · · , d} 使得只要 p

(n)
ij > 0，则有

n = kd+ r，所以
1

d

d∑
i=1

p
(nd+s)
ij =

1

d
p
(nd+r)
ij .

当 f
(k)
ij p

(nd+r−k)
jj > 0 时，有 p

(k)
ij ≥ f

(k)
ij > 0，于是有 k = ld+ r. 于是

p
(nd+r)
ij =

nd+r∑
k=1

f
(k)
ij p

(nd+r−k)
jj

=

n∑
l=1

f
(ld+r)
ij p

(nd−ld)
jj

=

h∑
l=1

f
(ld+r)
ij p

(nd−ld)
jj +

n∑
l=h+1

f
(ld+r)
ij p

(nd−ld)
jj .
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证明.
当 n → ∞，用 p

(nd−ld)
jj → d/µj 得到右边的第一项收敛到

h∑
i=1

f
(ld+r)
ij

d

µj
,

第二项的极限不超过 bh ≡
∑∞

l=h+1 f
(ld+r)
ij ，即有

lim
n→∞

p
(nd+r)
ij =

d

µj

h∑
l=1

f
(ld+r)
ij +O(bh).

令 h → ∞，用
∑∞

l=1 f
(ld+r)
ij = 1 和 bh → ∞ 可得.
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命题 2.4

对于有周期 d 的正常返等价类 C 和 i, j ∈ C，有

lim
n→∞

1

n

n∑
k=1

p
(k)
ij =

1

µj
.
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证明.
由前一命题我们有

al =
1

d

d∑
s=1

pij
(ld+s) → 1

µj
, 当 l → ∞ 时.

于是当 m → ∞ 时，有

1

md

md∑
k=1

p
(k)
ij =

1

d

1

m

m−1∑
l=0

d∑
s=1

p
(ld+s)
ij =

1

m

m−1∑
i=0

al →
1

µj
.

对于任意自然数 n，存在 m 使得 (m− 1)d < n ≤ md. 再由

1

(m− 1)d

md∑
k=1

p
(k)
ij ≤ 1

n

n∑
k=1

p
(k)
ij ≤ 1

(m− 1)d

md∑
k=1

p
(k)
ij ,

让 n → ∞ 从而得证.
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