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设 {Xn} 有不变分布 π = [π1, π2, · · · ]. 当不变分布 π 是 X0 的初始分布时，
对 n = 1, 2, · · · 有

P (Xn = j) = π
(n)
j = πj = P (X0 = j).

这时 Xn 的概率分布不随 n 变化.

命题 1.1

对于任意 m,n ≥ 1，随机向量

ξn = (Xn, Xn+1, · · · , Xn+m) 和 ξ0 = (X0, X1, · · · , Xm)

有相同的联合分布.
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证明.
对于事件

Ak = {Xn+k = ik}, Bk = {Xk = ik}, k = 0, 1, · · · ,m,

有 P (A0) = P (Xn = i0) = P (X0 = i0) = P (B0). 对于 k = 1, 2, · · · ,m，由时齐性我
们有

P (Ak|A0A1 · · ·Ak−1) = P (Xk = ik|Xk−1 = ik−1) = P (Bk|B0B1 · · ·Bk−1).

再利用乘法公式我们有

P (Xn = i0, Xn+1 = i1, · · · , Xn+m = im) = P (A0A1 · · ·Am)

= P (A0)P (A1|A0) · · ·P (Am|A0A1 · · ·Am−1)

= P (B0)P (B1|B0) · · ·P (Bm|B0B1 · · ·Bm−1)

= P (B0B1 · · ·Bm)

= P (X0 = i0, X1 = i1, · · · , Xm = im).

所以 ξn 和 ξ0 同分布.
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定义 1.2

设 {Xn} 是随机序列. 如果对于任何 m,n ≥ 1，随机向量

ξn = (Xn, Xn+1, · · · , Xm+n) 和 ξ0 = (X0, X1, · · · , Xm)

同分布，则称 {Xn} 是严平稳序列，简称为平稳序列.
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P (X0 = j) = πj(j ∈ I)，则 {Xn} 是严平稳序列，正因为这个原因，人们又称
不变分布为 平稳分布或 平稳不变分布.
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回忆非周期不可约正常返马氏链被称为遍历马氏链.

命题 1.3

设遍历马氏链 {Xn} 的初始分布是平稳不变分布 π，马氏链 {Yn} 的转
移概率和 {Xn} 的转移概率相同，则对任意 m ≥ 1，

lim
n→∞

P (Yn = i0, Yn+1 = i1, · · · , Ym+n = im) = P (X0 = i0, X1 = i1, · · · , Xm = im).
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证明.
用 pij 表示转移概率. 对任意 j 利用

∑
i∈I P (Y0 = i) = 1 以及

limn→∞ p
(n)
ij = πj 得到

lim
n→∞

P (Yn = j) = lim
n→∞

∑
i∈I

P (Y0 = i)p
(n)
ij =

∑
i∈I

P (Y0 = i)πj = πj .

于是

lim
n→∞

P (Yn = i0, Yn+1 = i1, · · · , Yn+m = im)

= lim
n→∞

P (Yn = i0)pi0i1pi1i2 · · · pim−1im

=πi0pi0i1pi1i2 · · · pim−1im

=P (X0 = i0, X1 = i1, · · · , Xm = im).

当马氏链是平稳序列时，称马氏链处于平稳状态. 上面命题结论说明，对于遍
历马氏链，随着时间的推移马氏链 {Yn} 趋于稳定状态.
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如果 {Xn} 是以 {πi} 为不变分布的马氏链，有转移概率矩阵 P = (pij)，对于
n > m ≥ 0，因为已知现在 B = {Xm = i} 时，过去 A = {Xm−1 = j} 与将来
C = {xm+1 = im+1, Xm+2 = im+2, · · · , Xn = in} 独立，所以有

P (A|BC) = P (A|B).

利用 Xn 和 X0 同分布得到

P (Xm−1 = j|Xm = i,Xm+1 = im+1, · · · , Xn = in)

=P (Xm−1 = j|Xm = i) =
P (Xm−1 = j,Xm = i)

P (Xm = i)
=

πjpji
πi

.

上式只与 i, j 有关，与 m 无关. 这说明把时间倒过来看，{Xn} 也具有马氏
性，一步转移概率是

p∗ij = P (X0 = j|Xi = i) =
πjpji
πi

, m ≥ 0.

如果这个转移概率也等于 pij，则由 p∗ij = pij 我们可以得到

πipij = πjpji, i, j ∈ I. (2.1)
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定义 2.1

设马氏链 {Xn} 有一步转移概率矩阵 P = (pij).
(1) 如果有不全为零的非负数列 η = {ηi}，使得

ηipij = ηjpji, i, j ∈ I

成立，则称 {Xn} 是对称马氏链，称 η 为 {Xn} 或 P 的对称化序列. 特别当概
率分布 π = {πi} 使得

πipij = πjpji, i, j ∈ I,

称 π 为 {Xn} 或 P 的可逆分布或平稳可逆分布.
(2) 若 {Yn} 是平稳序列，且对于任何 n > m ≥ 0，随机向量

(Ym, Ym+1, · · · , Yn−1, Yn) 和 (Yn, Yn−1, · · · , Ym+1, Ym)

同分布，则称 {Yn} 是时间可逆的平稳序列或平均可逆序列；
(3) 若马氏链 {Xn} 是平稳可逆序列，则称 {Xn} 为可逆马氏链.
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显然，当 {Xn} 有对称化序列 η 时，只要
∑

j∈I ηj < ∞，则可以得到 {Xn}
的平稳可逆分布

πi =
ηi∑
j∈I ηj

, i ∈ I.

如果 {Xn} 是可逆马氏链，则将时间的方向倒过来看，质点的运动规则不发
生变化，有相同的转移概率且任何 Xn 和 X0 同分布.
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下面的命题说明平稳可逆分布使得马氏链成为平稳可逆序列.

命题 2.2

设马氏链 {xn} 有转移概率 {pij} 和平稳可逆分布 π，则
(1) π 是 {Xn} 的平稳不变分布；
(2) 当 {Xn} 的初始分布为 π 时，{Xn} 是可逆马氏链.
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证明.
(1) 在 (2.1) 的两边对于 j 求和，就得到

πi = πi

∑
j∈I

pij =
∑
j∈I

πjpji, i ∈ I.

这说明平稳可逆分布 π 是平稳不变分布.
(2) 当 P (X0 = i) = πi 时，对于任何 n = m+ 1，有

P (Xm+1 = i,Xm = j) = πjpji = πipij

= P (Xm = i,Xm+1 = j).

这说明定义 2.1 (2) 中条件对 n = m+ 1 成立. 对于 n = m+ 2，我们有

P (Xm+2 = i,Xm+1 = j,Xm = k)

= P (Xm = k)P (Xm+1 = j|Xm = k)P (Xm+2 = i|Xm+1 = j)

= (πkpkj)pji = (pjkπj)pji = pjk(πjpji) = pjk(πipij)

= P (xm = i,Xm+1 = j,Xm+2 = k).

这说明定义 2.1 (2) 中条件对 n = m+ 2 成立. 用完全同样的方法可以证明定义 2.1 (2)
中条件对一般的 n 成立.
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如果 {ηj} 是互通马氏链的对称化序列，则所有的 ηj > 0.
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证明.
设 ηi > 0. 对于任何 j，如果 pij > 0，则从 ηjpji = ηipij > 0 得到 ηj > 0；如
果 pii1pi1i2 · · · pikj > 0，则依次得到

ηi1pi1i = ηipii1 > 0, ηi1 > 0,

ηi2pi2i1 = ηi1pi1i2 > 0, ηi2 > 0,

· · · · · · · · · · · ·
ηjpjik = ηikpikj > 0, ηj > 0.
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定理 3.1

设互通马氏链 {Xn} 以平稳不变分布 π 为初始分布.
(1) {Xn} 是可逆马氏链的充分必要条件是对于任何

i, i1, i2, · · · , ik ∈ I，有

pii1pi1i2 · · · piki = piikpikik−1
· · · pi1i; (3.1)

(2) 当 {Xn} 是平稳可逆序列，对于取定的 i 以及从 i 到 j 的通路
i → i1 → i2 → · · · → ik → j (意指 pii1pi1i2 · · · pikj > 0). 定义

ηi = 1, ηj =
pii1pi1i2 · · · pikj
pjikpikik−1

· · · pi1i
, j ̸= i, (3.2)

则 {ηj} 是 {Xn} 的对称化序列.

条件 (3.1) 称为 柯尔莫哥洛夫条件.
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证明.
(1) 由乘法公式，我们有

P (X0 = i,X1 = i1, X2 = i2, · · · , Xk = ik, Xk=1 = i)

=πipii1pi1i2 · · · pik−1ikpiki,

P (Xk+1 = i,Xk = i1, · · · , X1 = ik, X0 = i)

=P (X0 = i,X1 = ik, X2 = ik − 1, · · · �Xk = i1, Xk+1 = i)

=πipiikpikik−1
· · · pi2i1pi1i.

如果 {Xn} 是可逆马氏链，则平稳可逆序列，上面两式的左边相等，于是
右边也相等，这就得到了 (3.1).
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证明.
反过来，如果 (3.1) 成立，上面两式右边相等，从而左边也相等. 在上述两式
的两边对 i1, i2, · · · , ik−1 求和，得到

P (X0 = i,Xk = ik, Xk=1 = i) = P (Xk+1 = i,X1 = ik, X0 = i).

把 ik 改成 j，得到
p
(k)
ij pji = pijp

(k)
ji .

两边对于 k 求平均得到

1

n

n∑
k=1

p
(k)
ij pji =

1

n

n∑
k=1

p
(k)
ji pij .

因为马氏链互通且具有平稳分布，所以是正常返的. 令 n → ∞. 我们有
πjpji = πipij，这说明 {πi} 是平稳可逆分布.
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证明.
(2) 这时 (3.1) 成立，先说明 (3.2) 中的 ηj 和通路的选择无关，实际上对于 i
到 j 的另外一条通路 i → J1 → j2 → · · · → js → j，从 (3.1) 我们知道下
式左边的分子成衣右边的分母等于右边的分子乘以左边的分母，即有

pii1pi1i2 · · · pik−1ikpikj

pjikpikik−1
· · · pi2i1pi1i

=
pij1pj1j2 · · · pjsj
pjjspjsjs−1 · · · pj1i

,

这就证明了 ηj 和通路的选取无关.
对于 i 到 j 的通路 i → i1 → i2 → · · · ik → j 和 i 到 j 的道路
i → j1 → j2 → · · · → js → i，还用上面交叉相乘的方法得到

ηjpjl =
pii1pi1i2 · · · pik−1ikpikjpjl

pjikpikik−1
· · · pi2i1pi1i

=
pij1pj1j2 · · · pjslplj
pjjspjsjs−1 · · · pj1i

= ηlplj .

这说明 {ηj} 是对称化序列.
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定理 3.2

互通马氏链 {Xn} 存在对称化序列的充分必要条件是对于任何
i, i1, i2, · · · , ik ∈ I，有 (3.1) 成立. 当 {Xn} 存在对称化序列时，对
于任意取定的 i，定义 ηi = 1 时，由 (3.2) 定义的 {ηj} 是 {Xn} 的对称
化序列.
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对于互通的马氏链，下面是计算可逆分布的步骤：
(1) 验证条件 (3.1) 成立后，用 (3.2) 计算对称化序列 {ηj}；或者先按 (3.2)
计算 {ηj}，再验证 {ηj} 满足 ηjpjk = ηkpkj , j, k ∈ I. 如满足，则 {ηj}
是对称化序列；否则没有对称化序列，也就没有可逆分布.

(2) {ηj} 是对称化序列时，如果 c =
∑

j∈I ηj < ∞，则 πj = ηj/c(j ∈ I) 是平
稳可逆分布，马氏链是正常返的；否则马氏链不是正常返的，平稳可逆分
布不存在.
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这里只需要对满足 (3.2) 的对称化序列证明当
∑

j∈J ηj = ∞ 时，马氏链不是
正常返的. 用反证法，如果 {Xn} 是正常返的，因为对称化序列存在，所以条
件 (3.1) 成立，于是 {Xn} 有可逆分布 {πj} 满足 πipij = πjpji，i, j ∈ I. 由此
得到 pij > 0 当且仅当 pji > 0，并且对通路 i → i1 → i2 → · · · → ik → j，由
πjpjik = πikpikj，πikpikik−1

= πik−1ik，· · ·，得到

πj = πiηj .

这就得到了矛盾的结果 1 =
∑

j∈I πj = πi
∑

j∈I ηj = ∞.
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例 3.3

证明两端为反射壁的简单随机游动是可逆马氏链，并计算对称化序列和
平稳可逆分布.
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证明.
由于质点每次只能向左或向右走一步，引入

η0 = 1,

ηi =
p01p12 · · · pi−1,i

p10p21 · · · pi,i−1
=

pi−1

qi
, 1 ≤ i ≤ n− 1,

ηn =
p01p12 · · · pn−1,n

p10p21 · · · pn,n−1
=

pn−1

qn−1
.

可以如下验证 {ηi} 是对称化序列，

η0p01 = 1 =
p0

q1
q = η1p10,

ηipi,i+1 =
pi−1

qi
p =

pi

qi+1
q = ηi+1pi+1,i, 1 ≤ i ≤ n− 2,

ηn−1pn−1,n =
pn−2

qn−1
p =

pn−1

qn−1
× 1 = ηnpn,n−1.

再从右向左看就知道已有 ηipi,i−1 = ηi−1pi−1,i，说明 {ηi} 是对称化序列，并
且

πi = ηj/

n∑
j=0

ηj , i = 0, 1, · · · , n

是平稳可逆分布.
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例 3.4

质点在 I = {0, 1, · · · } 中作随机游动，有转移概率

pij =

{
pi, 当j = i+ 1, i ≥ 0,
1− pi, 当j = i− 1, i ≥ 1,

其中 p01 = p0 = 1，当 i > 1 时，pi ∈ (0, 1).
(1) 证明转移概率 {pij} 存在对称化序列 η；
(2) 求转移概率 {pij} 有平稳可逆分布的充分必要条件；
(3) 给出 {pij} 有平稳不变分布的充分必要条件.
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证明.
(1) 质点每次只能向左或向右走一步. 设 qi = 1− pi，引入

η0 = 1,

ηi =
p01p12 · · · pi−1,i

p10p21 · · · pi,i−1
=

p0p1 · · · pi−1

q1q2 · · · qi
, i ≥ 1.

可以如下验证 {ηi} 是对称化序列：

η0p01 = 1 =
p0
q1

q1 = η1p10,

ηipi,i+1 =
p0p1 · · · pi−1

q1q2 · · · qi
pi =

p0p1 · · · pi
q1q2 · · · qi+1

qi+1

= ηi+1pi+1,i, i ≥ 1.

(2) 如果 c ≡ η0 + η1 + · · · < ∞，则 πi = ηi/c 是平稳可逆分布；否则马氏链不是正常返的，
平稳可逆分布不存在，所以 {pij} 由平稳可逆分布的充分必要条件是 c < ∞.

(3) 由 (2) 知道马氏链正常返的充分必要条件是 c < ∞，所以存在平稳不变分布的充分必要
条件也是 c < ∞.
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例 3.5

直线，平面和空间中的简单对称随机游动有对称化序列 ηj = 1，j ∈ I，
但是没有平稳可逆分布.

证明.
从 pij = pji 和

∑
j∈I ηj = ∞ 得到结论.
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令 X 是一个离散的随机向量, 它的可能值的集合是 {xj , j ≥ 1}. 令 X 的概率
质量函数为 P{X = xj}, j ≥ 1，并假设我们想对某些特殊的函数 h 计算

θ = E[h(X)] =

∞∑
j=1

h(xj)P{X = xj}.

在难以计算函数 h(xj)(j ≥ 1) 的情况下，我们常常转为用模拟来近似 θ. 通用
的方法，称为蒙特卡洛方法，是利用随机数生成概率质量函数为
P{X = xj}(j ≥ 1) 的独立同分布的部分随机向量序列 X1, X2, . . . , Xn. 由强
大数定律可得

lim
n→∞

n∑
i=1

h(Xi)

n
= θ, (4.1)

因此我们可以取很大的 n，用 h(Xi)(i = 1, . . . , n) 的平均值作为估计量去估计
θ.
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然而，通常很难生成具有特定的概率质量函数的随机向量。特别是当 X 是一
个分量之间有相依关系的随机向量. 此外，它的概率质量函数有时取
P{X = xj} = Cbj(j ≥ 1) 的形式，其中 bj 是指定的，但是 C 必须计算，而
在很多应用中，用对 bj 求和确定 C 在计算上并不可行。幸而，在这种情形下
还存在一种利用模拟估计 θ 的方法。这种方法不是生成独立的随机向量，而
是生成一个取向量值的，且以 P{X = xj}(j ≥ 1) 为平稳概率的马尔可夫链
X1, X2, . . . 的相继状态的序列。如果这可以做到，那么 (4.1) 仍然成立，这意
味着我们可以用

∑n
i=1 h(Xi)/n 作为 θ 的估计量.
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现在我们说明如何生成一个具有任意平稳概率的马尔可夫链，而此平稳概率
可以只特定到一个常数倍数. 令 b(j)(j = 1, 2, . . . ) 为正数, 它们的和
B =

∑∞
j=1 b(j) 是有限的。下面的黑斯廷斯—梅特罗波里斯算法. 可以用于生

成一个时间可逆的马尔可夫链, 使其平稳概率是

π(j) = b(j)/B, j = 1, 2, . . . .
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首先令 Q 是任意一个特定的不可约马尔可夫链转移概率矩阵，q(i, j) 表示 Q
的第 i 行 j 列的元素. 现在按下述方式定义一个马尔可夫链 {Xn, n ≥ 0}. 当
Xn = i 时，生成一个随机变量 Y 使 P{Y = j} = q(i, j), j = 1, 2, . . .。如果
Y = j，那么令 Xn+1 = j 以概率 α(i, j)，而以概率 1− α(i, j) 等于 i. 在这些
条件下，容易看出状态序列构成一个马尔可夫链，其转移概率 Pi,j 为

Pi,j = q(i, j)α(i, j), 若j ̸= i;

Pi,i = q(i, i) +
∑
k ̸=i

q(i, k)(1− α(i, k)).

如果
π(i)Pi,j = π(j)Pj,i, 对于j ̸= i,

则这个马尔可夫链是时间可逆的，且具有平稳概率 π(j)，上式等价于

π(i)q(i, j)α(i, j) = π(j)q(j, i)α(j, i). (4.2)
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但是如果我们取 π(j) = b(j)/B，并且令

α(i, j) = min
(
π(j)q(j, i)

π(i)q(i, j)
, 1

)
, (4.3)

那么容易看出式 (4.2) 成立. 因为若

α(i, j) =
π(j)q(j, i)

π(i)q(i, j)
,

则 α(j, i) = 1，随之有式 (4.2). 而若 α(i, j) = 1，则

α(j, i) =
π(i)q(i, j)

π(j)q(j, i)
.

式 (4.2) 也成立，从而证明了这个马尔可夫链是时间可逆的，且具有平稳概率 π(j). 此外，因
为 π(j) = b(j)/B，所以由式 (4.3) 可得

α(i, j) = min
(
b(j)q(j, i)

b(i)q(i, j)
, 1

)
,

这表明 B 的值对于确定这个马尔可夫链并不是必需的，因为 b(j) 的值已经足够了。此外，几
乎总出现下面的情形：π(j)(j ≥ 1) 不仅是平稳概率，而且是极限概率。(事实上，一个充分条
件是，对某个 i 有 Pi,i > 0.)
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