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设 {Xn} 是前面提到的马氏链，有状态空间 I，一步转移概率

pij = P (X1 = j | X0 = i), i, j ∈ I,

满足 pii = 0, i ∈ I. 因为该马氏链 {Xn} 的时间指标 n = 0, 1, 2, . . . 是离散
的，所以又称为离散时间马氏链.
考虑一个质点按照上述马氏链在 I 中转移. 对于任何 i ∈ I，质点每次到达 i
后，在 i 的停留时间是独立同分布的随机变量，有公共的总体分布 E(qi)，停
留结束后再以概率 pij 转移到状态 j(j ̸= i). 进一步假定质点在各状态的停留
时间是相互独立的，用 X(t) 表示 t 时质点所处的状态，则得到随机过程
{X(t)} = {X(t) | t ⩾ 0}. 这样的随机过程就是本章要仔细研究的连续时间马
氏链. 如果不考虑停留时间的长短，只考虑 {X(t)} 的一次次转移，则又得到
了 {Xn}.
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设 I 是状态空间，{X(t)} = {X(t)|t ≥ 0} 是以 I 为状态空间的连续时间随机
过程.

定义 1.1

如果对任何正整数 n，t0 < t1 < · · · < · · · < tn+1和 i, j, i0, i1, · · · , in−1 ∈
I，有

P (X(tn+1) = j|X(tn) = i, · · · , X(t0) = i0) = P (X(tn+1) = j|X(tn) = i),

则称 {X(t)} 是连续时间离散状态的马氏链，简称为连续时间马氏链.
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上面定义中的 “链” 表明状态空间 I 是离散的. 和离散时间马氏链的情况相同，
我们称具有性质

P (X(t+ s) = j|X(s) = i) = P (X(t) = j|X(0) = i), s, t ≥ 0

的马氏链为时齐马氏链. 时齐性表明转移概率

pij(t) = P (X(t+ s) = j|X(s) = i) (1.1)

与起始时间 s 无关.
无特别说明时。以后的马氏链都是时齐马氏链，并且简称为马氏链.
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连续时间马氏链和离散时间马氏链的定义形式上非常相似，因此连续时间马
氏链也会具有很多与离散时间马氏链类似的性质，我们列举如下：
(1) pij(0) 是 δ 函数：

pij(0) = δij =

{
1, i = j ∈ I,
0, i ̸= j.

(2) 对于 t > 0，已知 X(t) = i 的条件下，将来 {X(u)|u > t} 与过去
{X(v)|0 ≤ v < t} 独立.

(3) K-C 方程：对任意 t, s ≥ 0，有

pij(s+ t) =
∑
k∈I

pik(t)pkj(s) 或P (t+ s) = P (t)P (s),

其中
P (t) = (pij(t))i,j∈I

称为马氏链 {X(t)} 的转移概率矩阵.
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对于转移概率矩阵 P (t) 和 ϵ > 0，我们有 {P (t) : t ∈ (0, ϵ]} 可以决定所
有的 P (t).

证明.
对任意 t > 0，存在 n ∈ N，使得 t/n ∈ (0, ϵ]，而 P (t) = P (t/n)n.
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(4) 马氏链的有限维分布由转移概率 (1.1) 和初始分布

pi = P (X(0) = i), i ∈ I

唯一决定，且对 0 < t1 < t2 < · · · < tn，有

P (X(t1) = i1, X(t2) = i2, · · · , X(tn) = in|X(0) = i)

=pii1(t1)pi1i2(t2 − t1) · · · pin−1in(tn − tn−1).

特别当 tj+1 − tj = a 时，有

P (X(a) = i,X(2a) = i, · · · , X(na) = i|X(0) = i) = [pii(a)]
n.

(5) X(t) 的概率分布由转移概率矩阵和 X(0) 的概率分布

p(0) = [p1(0), p2(0), · · · ]

唯一决定，
p(t) = p(0)P (t),

其中 p(t) = [p1(t), p2(t), · · · ], t ≥ 0, pi(t) = P (X(t) = i), i ∈ I.
(6) 对于 s, t ≥ 0，有

pjj(s+ t) ≥ pjj(s)pjj(t), pjj(t) ≥ [pjj(
t

n
)]n.
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泊松过程具有独立增量性和平稳增量性，状态空间 I = {0, 1, · · · }. 设 λ 是泊松过程
{N(t)} 的强度，t0 < t1 < · · · < tn+1，利用独立增量性和平稳增量性得到

P (N(tn+1) = j|N(tn) = i,N(tn−1) = in−1, · · · , N(t0) = i0)

=P (N(tn+1)−N(tn) = j − i|N(tn) = i, · · · , N(t0) = i0)

=P (N(tn+1)−N(tn) = j − i) = P (N(tn+1 − tn) = j − i).

上式只与 i, j, tn+1 − tn 有关，于是知道 {N(t)} 是马氏链，有初始分布
P (N(0) = 0) = 1 和转移概率

pij(t) = P (N(t) = j − i) =


(λt)j−i

(j − i)!
e−λt 当 j ≥ i,

0, 当 j < i,

其中

pij(0) = δij =

{
1 i = j,
0 i ̸= j.
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命题 2.1

取整数值的随机过程 {X(t)|t ≥ 0}, 如果具有独立增量性和平稳增量性
就一定是马氏链.
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容易看出 pij(t) 是连续函数，在 t = 0 处有右导数

qij ≡ p′ij(0) =


−λ, j = i,
λ, j = i+ 1,
0 其他.

由于泊松过程在 i 的停留时间服从指数分布 E(λ)，所以其数学期望 λ−1 是质
点在 i 的平均停留时间. λ 越大，泊松过程由 i 向 i+ 1 转移得越快. 于是称 λ
为 i 的转移速率和转移强度. 这样 p′i,i+1(0) = qi,i+1 = λ 表明质点从 i 出发，
下一步向 i+ 1 转移的速率是 λ. 对于 j ̸= i 和 i+ 1，p′ij(0) = qij = 0 表明质
点从 i 出发，下一步向 j 转移的速率是 0，也就是说不会由 i 转向 j. 称
p′ii(0) = −λ 为质点停留在 i 的速率.
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引入矩阵

Q = (qij)i,j∈I =


−λ λ 0 0 0 · · · 0
0 −λ λ 0 0 · · · 0
0 0 −λ λ 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·


人们称 Q 为泊松过程 {N(t)} 的转移速率矩阵 或 转移强度矩阵，或简单地称
为 Q 矩阵. 可以把转移速率矩阵写成若当矩阵的形式

Q = (−λ)


1 1 0 0 0 · · · 0
0 1 −1 0 0 · · · 0
0 0 1 −1 0 · · · 0
· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·


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用归纳法容易验证

Qk = (−λ)k


C0
k C1

k(−1)1 C2
k(−1)2 C3

k(−1)3 · · ·
0 C0

k C1
k(−1)1 C2

k(−1)2 · · ·
0 0 C0

k C1
k(−1)1 · · ·

· · · · · · · · · · · · · · ·

 ,

其中对于 j < 0 或 j > k，规定 Cj
k = 0. 定义

q
(k)
ij = (−λ)kCj−i

k (−1)i−j , k ≥ 1, i, j ∈ I,
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利用 pij(0) = δij，我们有
Qk = (q

(k)
ij ), Q0 =单位矩阵,

并且对于 j ≥ i，有
∞∑

k=0

tk

k!
q
(k)
ij =

∞∑
k=0

tk

k!
λj−iCj−i

k (−λ)k+i−j

=
∞∑

k=j−i

(λt)j−i

(j − i)![k − (j − i)]!
(−λt)k−(j−i)

=
(λt)j−i

(j − i)!
e−λt

= pij(t).

写成矩阵的形式就得到

P (t) =
∞∑

k=0

tk

k!
(q

(k)
ij ) =

∞∑
k=0

1

k!
(tQ)k.

形式上也可以把上式写成指数函数
P (t) = etQ.

注意对上面两式求导数我们就得到 P ′(0) = Q.
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离散时间马氏链的一步转移概率矩阵 P 可以唯一决定 n 步转移概率矩阵：
P (n) = Pn. 对于连续时间马氏链的转移概率矩阵 P (t)，没有最小的正数 t 使
得类似的公式成立. 但是对任何 ε > 0，从推论 ?? 知道 {P (s); 0 < s ⩽ ε} 可
以决定所有的 P (t)，于是 {(P (s)− P (0))/s; s ∈ (0, ε]} 也可以决定所有的
P (t). 这就提示我们，P (t) 可能被 P ′(0) = lims↓0(P (s)− P (0))/s 唯一决定.
为讨论这个问题，先研究 P ′(0) 的存在性.
对于泊松过程 {N(t)}，有

P (N(s, t+ s] < ∞) = 1, s, t ≥ 0.

这说明在概率 1 的意义下，泊松过程在任何有限的时间内只有有限次转移，
因为在转移点事件已经发生，所以轨迹是右连续的.
对于一般的连续时间马尔科夫链，我们称其为规则马氏链，如果在概率 1 意
义下，有限时间内只能转移有限次.
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规则马氏链 {X(t)} 的轨迹是阶梯函数. 因为在跳跃点质点已经到达新的状态，
所以规则马氏链的轨迹也是右连续的，即对 t ≥ 0，

lim
h↓0

P (|X(t+ h)−X(t)| ≥ ϵ) = 0.

此后无特殊声明，马氏链都是规则马氏链.
用 Pi(·) 表示条件概率 P (·|X(0) = i)，于是我们得到对于任何 ϵ > 0，

lim
h↓0

X(t+ h) = X(h) a.s.

于是 X(t+ h) 依概率收敛到 X(t)，即对任何 ε > 0，t ≥ 0，

lim
h↓0

Pi(|X(t+ h)−X(t)| ≥ ϵ) ≤ lim
h↓0

P (|X(t+ h)−X(t)| ≥ ϵ)

P (X(0) = i)
= 0, i ∈ I.
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设 g(t) 在 [0,∞) 上连续和非负，满足 g(0) = 0，g(t+ s) ≤ g(t) + g(s)，
s, t ≥ 0，则存在极限

q = lim
t↓0

g(t)

t
= sup

t>0

g(t)

t
∈ [0,∞].
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证明.
对于 0 < h < t，有正整数 n 和 s ∈ (0, h) 使得 t = nh+ s. 由

g(t)/t ≤ ng(h)/t+ g(s)/t = (g(h)/h)(nh/t) + g(s)/t

知道当 h → 0 时，g(t)/t ≤ lim infh↓0 g(h)/h. 这就得到

lim sup
h↓0

g(t)/t ≤ sup
t>0

g(t)/t ≤ lim inf
h↓0

g(h)/h.
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定理 3.2

对于状态空间为 I 的马氏链 {X(t)}，有以下结论：
(1) pij(t) 在 t = 0 连续：limt↓0 pij(t) = pij(0);
(2) 我们有 ∑

j∈I

|pij(t+ h)− pij(t)| ≤ 2(1− pii(h)),

从而 pij(t) 在 [0,∞) 上一致连续；

(3) 对于 t ≥ 0，恒有 pii(t) > 0；

(4) pij(t) 在 t = 0 有右导数

lim
t↓0

pij(t)− pij(0)

t
= qij ,

其中 −∞ ≤ qii ≤ 0，当 i ̸= j 时，qij ≥ 0；

(5) 对于 i ∈ I，有 ∑
j ̸=i

qij ≤ |qii|.
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证明.
(1) 对于 ϵ ∈ (0, 1)，利用 pii(0) = 1 得到 t ↓ 0 时，

|pii(0)− pii(t)| = 1− Pi(X(t) = i) = Pi(X(t) ̸= i) = Pi(|X(t) = X(0)| ≥ ϵ) → 0.

对于 j ̸= i，利用 pij(t) + pii(t) ≤ 1 知道 t ↓ 0 时，0 ≤ pij(t) ≤ 1− pii(t) → 0.
(2) 利用 pij(t) ≤ 1 和 K-C 方程我们有∑

j∈I

|pij(t+ h)− pij(t)| =
∑
j∈I

∣∣∑
k ̸=i

(pik(h)pkj(t) + (1− pii(h))
∑
j∈I

pij(t))
∣∣

≤
∑
k ̸=i

∑
j∈I

pikpkj(t) + (1− pii(h))
∑
j∈I

pij(t)

=
∑
k ̸=i

pik(h) + 1− pii(h)

= 2(1− pii(h)).

(3) 由 (1) 知道当 n 充分大时 pii(t/n) > 0，于是

pii(t) =

[
pii(

t

n
)

]n

> 0.
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证明.
(4) 先考虑 i = j 的情形. 定义 [0,∞) 上的非负连续函数 g(t) = − ln pii(t)，
有 g(0) = 0 和

g(t+ s) = − ln pii(t+ s) ≤ − ln(pii(t)pii(s)) = g(t) + g(s).

由引理 3.1，我们知存在 qi ∈ [0,∞] 使得

qi := sup
t>0

g(t)

t
= lim

t↓0

g(t)

t
, (3.1)

注意到当 t ↓ 0 时，g(t) → 0，我们有

pii(t)− 1

t
=

e−g(t) − 1

t
=

g(t)

t

e−g(t) − 1

g(t)
→ −qi.

取 qii = −qi 就得到结论.
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证明.
(5) 对于任何正整数 m，利用∑

j ̸=i,j≤m

qij = lim
t↓0

∑
j ̸=i,j≤m

pij(t)

t

≤ lim
t↓0

∑
j ̸=i

pij(t)

t
= lim

t↓0

1− pii(t)

t
= −qii,

从而得证.
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推论 3.3

定义 qi = −qii.
(1) 如果 qi = 0，则对所有的 t ≥ 0，pii(t) = 1；
(2) qi = supt>0(1− pii(t))/t.



第 23 讲 连续时间
马氏链

定义

泊松过程是马氏链

转移速率矩阵

证明.
(1) 由 (3.1) 我们有

sup
t>0

g(t)

t
= sup

t>0

− ln pii(t)

t
= qi = 0,

所以 pii(t) = 1 对一切 t ≥ 0 成立.
(2) 由 (3.1) 我们有 g(t)/t ≤ qi，所以有

pii(t) = exp
(
− g(t)

t
t
)
≥ e−qit.

因为 t ≥ 0，所以有不等式 1− e−qit ≤ qit 我们有

1− pii(t)

t
≤ 1− e−qit

t
≤ qi.

再结合 p′ii(0) = −qi 就得到结论 (2).
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转移速率矩阵由于 pij(t) 是马氏链从 i 出发，t 时处于 j 的概率，所以称 qij = p′ij(0) 是质
点从 i 出发，下一步向 j 转移的概率或强度，称

Q = (qij)i,j∈I

为马氏链的转移速率矩阵或转移强度矩阵.
由于 qij 是转移概率 pij(t) 在 t = 0 的导数，所以又称 Q 为马氏链的无穷小
矩阵，或简单地称为 Q 矩阵.


	定义
	泊松过程是马氏链
	转移速率矩阵

