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回忆 K-C 方程是

pij(t+ s) =
∑
k∈I

pik(t)pkj(s), i, j ∈ I.

让我们约定把右边称为前，把左边称为后. 在上式两边对于后面的 t 在 t = 0
处求导数，形式上得到

p′ij(s) =
∑
k∈I

qikpkj(s).

写成矩阵的形式就得到 P ′(t) = QP (t). 如果对于 s 在 s = 0 处求导，形式上
得到

p′ij(t) =
∑
k∈I

pik(t)qkj .

写成矩阵的形式就得到 P ′(s) = P (s)Q.
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定理 1.1

设 Q 是连续时间马氏链 {X(t)} 的转移速率矩阵，qi = |qii|，则有
(1) P ′(t) = QP (t)，或等价地写成

p′ij(t) =
∑
k∈I

qikpkj(t), i, j ∈ I;

(2) 当 q = sup{qi|i ∈ I} < ∞ 时，有 P ′(t) = P (t)Q，或等价地写成

p′ij(t) =
∑
k∈I

pik(t)qkj , i, j ∈ I.
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在 K-C 方程中, 质点先从 i 经过时间 t 到 k, 再从 k 经过时间 s 到 j. 对于后
面的时间 t 求导得到向后方程, 对前面的时间 s 求导得到向前方程, 这是向后,
向前的含义.
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设右连续函数 g(t) 满足

g(t+ s) = g(t)g(s) > 0, s, t > 0,

则 g(t) 是指数函数，即

g(t) =

∞∑
k=0

1

k!
(ct)k = ect, g′(t) = cg(t), c = g′(0).

于是得到

g(t) =

∞∑
k=0

1

k!
(g′(0)t)k = exp(g′(0)t).

对于方阵 A，当
∑∞

k=0A
k/k! 的每个元收敛时，定义

eA = exp(A) =

∞∑
k=0

1

k!
Ak, A0 =单位矩阵.
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对于马氏链的转移概率矩阵 P (t) 和转移速率矩阵 Q，由 K-C 方程我们得

P (t+ s) = P (t)P (s), s, t ≥ 0,

所以我们也期望有某个矩阵 C，使得

P (t) =

∞∑
k=0

1

k!
(Ct)k ≡ exp(Ct),

其中 (Ct)0 表示单位阵. 因为 P ′(0) = Q，所以猜测应当有 C = Q 和

P (t) =

∞∑
k=0

1

k!
(Qt)k ≡ exp(Qt). (2.1)



第 25 讲
Kolmogorov 方程

向后和向前方程

解柯尔莫哥洛夫方
程

如果马氏链 {X(t)} 的状态空间 I 是有限集合，则称 {X(t)} 是有限状态马氏
链. 设状态空间 I 有 n 个状态，取

q = max
i,j∈I

|qij | = max
i∈I

qi,

则矩阵 (Qt)k 的元素绝对值都小于 nk−1(qt)k. 于是

exp(Qt) ≡
∞∑
k=0

1

k!
(Qt)k

的每个元收敛，关于 t 逐项求导得到

(exp(Qt))′ = (

∞∑
k=0

1

k!
(Qt)k)′

=

∞∑
k=1

1

(k − 1)!
(Qt)k−1Q

= exp(Qt)Q, t ∈ (−∞,∞).
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定理 2.1

有限状态连续时间马氏链转移概率矩阵 P (t) 由转移概率矩阵 Q 唯一决
定，并且有

P (t) =

∞∑
k=0

1

k!
(Qt)k ≡ exp(Qt), t ≥ 0.
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证明.
由方程 (2.1) 我们知 P (t) = exp(Qt) 满足 P ′(t) = exp(Qt)Q = P (t)Q，所以
是向前方程的解. 下面证明它是向前方程的唯一解.
如果 P (t) 满足向前方程 P ′(t) = P (t)Q，且 P (0) 是单位阵，我们证明
P (t) = exp(Qt). 利用公式

(A(t)B(t)′ = A′(t)B(t) +A(t)B′(t)

和向前方程我们有

(P (t) exp(−Qt))′ = P ′(t) exp(−Qt)− P (t)Q exp(−Qt)

= (P ′(t)− P (t)Q) exp(−Qt) = 0.

这说明 P (t) exp(−Qt) = C 是常数矩阵. 再由 P (0) =单位矩阵 我们有

单位阵 = P (t) exp(−Qt).
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证明.
两边右乘 exp(Qt)，得到

exp(Qt) = P (t) exp(−Qt) exp(Qt)

= P (t)

∞∑
k=0

1

k!
(−Qt)k

∞∑
j=0

1

j!
(Qt)j

= P (t)
∞∑
j=0

j∑
k=0

1

k!(j − k)!
tk(−t)j−kQj

= P (t)
∞∑
j=0

1

j!
(

j∑
k=0

Ck
j t

k(−t)j−k)Qj

= P (t)

∞∑
j=0

j!(t− t)jQj

= P (t).

这就证明了向前方程有唯一解
P (t) = exp(Qt).

Q 唯一决定了 P (t).
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给定连续时间马氏链的转移速率矩阵

Q = P ′(0) =
1

5

 −9 3 6
6 −12 6
6 3 −9


计算转移概率矩阵.
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证明.
我们先将 Q 写成若当标准型

Q = MDM−1,

其中 D 为 Q 的若当标准型，M 为可逆矩阵，用线性代数的方法我们可以求得：

D =

 −3 0 0
0 0 0
0 0 −3

 , M =

 0 1 −1
2 1 0
−1 1 1

 , M−1 =
1

5

 −1 2 −1
2 1 2
−3 1 2

 .

这样得到 Qk = MDkM−1，于是得到

P (t) =

∞∑
k=0

1

k!
(Qt)k = M

∞∑
k=0

1

k!
(Qt)kM−1

= M

e−3t 0 0
0 1 0
0 0 e−3t

M−1

=
1

5

2 + 3e−3t 1− e−3t 2− 2e−3t

2− 2e−3t 1 + 4e−3t 2− 2e−3t

2− 2e−3t 1− e−3t 2 + 3e−3t

 .
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定理 2.3

马氏链的转移概率 pij(t) 满足柯尔莫哥洛夫向前和向后方程，而且是向
后或向前方程的唯一解.

上面定理的唯一性是说, 如果有另外的非负函数 gij(t) 满足相同的向后方程
(或向前方程), 并且满足 K-C 方程
gij(s+ t) =

∑
k∈I gik(s)gkj(t) (i, j ∈ I, s, t ≥ 0) 和∑

j∈I
gij(t) ≤ 1, gij(0) = lim

t↓0
gij(t) = δij , i, j ∈ I, t ≥ 0,

则 gij(t) = pij(t).
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马氏链只有 1, 0 两个状态, 在状态 1 和 0 的停留时间分别是来自总体
E(λ), E(µ) 的随机变量.
(1) 写出嵌入链的转移概率矩阵 K 和 Q 矩阵;
(2) 写出 p00 和 p11 满足的向前方程;
(3) 计算 p00(t), p11(t).
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解.
(1) 对于连续时间马尔可夫链，从状态 i 离开的速率 qi 等于其停留时间指数
分布的参数. 在状态 1 的停留时间服从 E(λ)，所以 q1 = λ。这意味着对
角线元素 q11 = −q1 = −λ。在状态 0 的停留时间服从 E(µ)，所以
q0 = µ。这意味着对角线元素 q00 = −q0 = −µ。因为总共有两个状态，
离开状态 1 只能转移到状态 0，所以转移速率 q10 = λ；同理，离开状态
0 只能转移到状态 1，所以 q01 = µ.
因此，Q 矩阵为：

Q =

(
q00 q01
q10 q11

)
=

(
−µ µ
λ −λ

)

系统只要离开当前状态，就必须跳跃到另一个状态，不存在原地跳跃
（k00 = 0, k11 = 0）。因此，嵌入链的转移概率矩阵 K 为：

K =

(
k00 k01
k10 k11

)
=

(
0 1
1 0

)
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解.
(2) Kolmogorov 向前微分方程的形式为 d

dtP (t) = P (t)Q.
1. 对于 p00(t) 的向前方程（对应 P (t)Q 的第 1 行第 1 列）：

d
dt p00(t) = p00(t)q00 + p01(t)q10

代入 q00 = −µ，q10 = λ，并利用全概率公式 p01(t) = 1− p00(t)：

d
dt p00(t) = −µp00(t) + λ(1− p00(t))

简化得：
d
dt p00(t) = λ− (λ+ µ)p00(t).

2. 对于 p11(t) 的向前方程（对应 P (t)Q 的第 2 行第 2 列）：

d
dt p11(t) = p10(t)q01 + p11(t)q11

代入 q01 = µ，q11 = −λ，并利用全概率公式 p10(t) = 1− p11(t)：

d
dt p11(t) = µ(1− p11(t))− λp11(t)

简化得：
d
dt p11(t) = µ− (λ+ µ)p11(t).
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解.
(3) 利用一阶常系数线性微分方程的求解方法，结合各自的初始条件进行计
算。

1. 求解 p00(t) 微分方程为：

d
dtp00(t) + (λ+ µ)p00(t) = λ

其通解形式为：p00(t) =
λ

λ+µ + C1e
−(λ+µ)t, 代入初始条件 p00(0) = 1：

1 =
λ

λ+ µ
+ C1 =⇒ C1 =

µ

λ+ µ

所以：
p00(t) =

λ

λ+ µ
+

µ

λ+ µ
e−(λ+µ)t.
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解.
2. 求解 p11(t) 微分方程为：

d
dtp11(t) + (λ+ µ)p11(t) = µ

其通解形式为：
p11(t) =

µ

λ+ µ
+ C2e

−(λ+µ)t

代入初始条件 p11(0) = 1：

1 =
µ

λ+ µ
+ C2 =⇒ C2 =

λ

λ+ µ

所以：
p11(t) =

µ

λ+ µ
+

λ

λ+ µ
e−(λ+µ)t.


	向后和向前方程
	解柯尔莫哥洛夫方程

