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定义 1.1

设 {X(t)} 是平稳过程，如果对于任何 0 < t1 < t2 < · · · < tn < T，随
机向量

(X(T−t1), X(T−t2), . . . , X(T−tn))和 (X(t1), X(t2), . . . , X(tn))同分布,
(1.1)

则称 {X(t)} 是可逆平稳过程 (time reversible stationary process).
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如果马氏链 {X(t)} 是可逆平稳过程，则可以把时间的方向倒过来观测这个过
程. 对于任何正数 T，定义倒向随机过程 Y (t) = X(T − t), t ∈ [0, T ]. 当
{X(t)} 可逆时，{Y (t)} 也是马氏链，因为对于任何正整数 n,
0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn+1 ≤ T，利用 (1.1) 得到

P (Y (tn+1) = j, Y (tn) = i, . . . , Y (t0) = i0)

= P (X(tn+1) = j,X(tn) = i, . . . , X(t0) = i0).
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再利用条件概率公式得到

P (Y (tn+1) = j | Y (tn) = i, Y (tn−1) = in−1, . . . , Y (t0) = i0)

=P (X(tn+1) = j | X(tn) = i,X(tn−1) = in−1, . . . , X(t0) = i0)

=P (X(tn+1 − tn) = j | X(0) = i)

=P (Y (tn+1 − tn) = j | Y (0) = i)

与 i, j, tn+1 − tn 有关，说明 {Y (t)} 和 {X(t) | t ∈ [0, T ]} 有相同的转移概率，
从而有相同的统计行为. 这也正是可逆的含义.
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设 P (t) 是马氏链 {X(t)} 的转移概率矩阵，当概率分布 p = [p0, p1, . . . ]
满足

pipij(t) = pjpji(t), i, j ∈ I, t ≥ 0 (1.2)

时，称 p 为 {X(t)} 的平稳可逆分布或可逆分布.
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命题 1.3

如果 p 为马氏链 {X(t)} 的平稳可逆分布，则
(1) p 是 {X(t)} 的平稳不变分布；
(2) 当 {X(t)} 以 p 为初始分布时，{X(t)} 是平稳可逆过程.
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证明.
(1) 在 pipij(t) = pjpji(t) 的两边对于 j 求和，就得到

pi =
∑
j∈I

pjpji(t), i ∈ I, t ≥ 0.

于是 p 是平稳不变分布.
(2) 当 P (X(0) = i) = pi 时，{X(t)} 是严平稳过程，X(t) 与 X(T − t) 同分布. 所
以 (1.1) 对于 n = 1 成立. 对任何 0 ≤ s < t ≤ T，有 T − t < T − s，于是有

P (X(T − s) = i,X(T − t) = j)

= pjpji(t− s) = pipij(t− s)

= P (X(s) = i, X(t) = j).

这说明对 n = 2, (1.1) 成立. 完全相同的方法可以证明 (1.1) 对于一般的 n 成立，
说明 {X(t)} 是平稳可逆过程.
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判定在平稳可逆分布满足的公式 (1.2) 中，对 t 求导数，利用 qij = p′ij(0) 得到

piqij = pjqji, i, j ∈ I. (1.3)

于是可以通过解 (1.3) 得到平稳可逆分布 p. 但 (1.3) 是否有解呢? 下面定理
回答这个问题.



第 28 讲 时间可逆
马氏链

时间可逆的马氏链

可逆分布的计算

生灭过程常返性的
判定定理 1.4

设 {X(t)} 互通，有转移速率矩阵 Q 和平稳不变分布，则
(1) 有解时，(1.2) 和 (1.3) 有相同的非负解；
(2) 满足 (1.3) 的概率分布 p 是 {X(t)} 的平稳可逆分布.
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证明.
(1) 当 p 解自 (1.2)，在 (1.2) 式的两边对 t = 0 求导数，得到 (1.3). 当 p 满足
(1.3)，在 (1.3) 的两边对 j 求和，得到 0 =

∑
j pjqji. 于是知 p 和平稳分布相

差一个常数因子. 引入
gij(t) ≡

pjpji(t)

pi
,

从 K-C 方程知道 gij(t) 也满足 K-C 方程

gij(s+ t) =
∑
k∈I

pjpjk(t)

pk

pkpki(s)

pi
=
∑
k∈I

gik(s)gkj(t).

从 pi =
∑

j∈I pjpji(t) 知道
∑

j∈I gij(t) = 1, 并且 gij(0) = limt↓0 gij(t) = δij .
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证明.
将 gij(t) 代入柯尔莫哥洛夫向前方程

p′ji(t) =
∑
k∈I

pjk(t)qki,

得到柯尔莫哥洛夫向后方程

g′ij(t) =
pj
pi

p′ji(t) =
∑
k∈I

pj
pi

pjk(t)qki =
∑
k∈I

pjpjk(t)

pk

pkqki
pi

=
∑
k∈I

gkj(t)
piqik
pi

=
∑
k∈I

qikgkj(t).

由于向后方程的解是唯一的, 所以

gij(t) =
pjpji(t)

pi
= pij(t), i, j ∈ I.

后一个等号说明 p 满足 (1.3). (2) 由 (1) 直接得到.
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下面称满足
µiqij = µjqji i, j ∈ I

的非负数列 {µj} 为 {X(t)} 或 Q 的对称化序列. 如果 {X(t)} 有对称化序列,
则称 {X(t)} 是对称马氏链. 用 kij = qij/qi (i ̸= j) 表示嵌入链的转移概率.
仍然称满足

ηikij = ηjkji, i, j ∈ I

的非负数列 {ηj} 为嵌入链的对称化序列. 因为

µiqij = µjqji 当且仅当 µiqikij = µjqjkji, (2.1)

所以嵌入链有对称化序列 {ηi} 的充分必要条件是 {X(t)} 有对称化序列
µi = ηi/qi.
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下面假设 {X(t)} 是互通马氏链. 我们知道, 嵌入链存在对称化序列的充分必
要条件是柯尔莫哥洛夫条件成立，即：对于任何 i, i1, i2, · · · , ik ∈ I，有

kii1ki1i2 · · · kiki = kiikkikik−1
· · · ki1i. (2.2)

由于对于 i ̸= j, kij = qij/qi, 在 (2.2) 的两边同时除以 qiqi1 · · · qik 就得到

qii1qi1i2 · · · qiki = qiikqikik−1
· · · qi1i. (2.3)

于是我们有, (2.3) 是互通马氏链 {X(t)} 存在对称化序列的充分必要条件.
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注意到, (2.2) 成立时，对于固定的 i，定义 ηi = 1；对于每个 j 及从 i 到 j 的
通路 i → i1 → i2 → · · · → ik → j，定义

ηj =
kii1ki1i2 · · · kikj
kjikkikik−1

· · · ki1i
, (2.4)

则 {ηj} 是 K = {kij} 的对称化序列。于是从 (2.1) 知道，对于确定的 i，定义
µi = 1/qi；对于每个 j ̸= i 及从 i 到 j 的通路 i → i1 → i2 → · · · → ik → j，
可以得到 {X(t)} 的对称化序列

µj =
ηj
qj

=
1

qj

kii1ki1i2 · · · kikj
kjikkikik−1

· · · ki1i
· qiqi1 · · · qik
qiqi1 · · · qik

=
1

qi

qii1qi1i2 · · · qikj
qjikqikik−1

· · · qi1i
, j ∈ I.
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把对称化序列写得更整齐一些：对确定的 i，取 αi = 1。对于 j ̸= i 和通路
i → i1 → i2 → · · · → ik → j，对称化序列为

αi = 1, αj =
qii1qi1i2 · · · qikj
qjikqikik−1

· · · qi1i
, j ̸= i. (2.5)
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对于互通的马氏链，可以总结出计算可逆分布的步骤如下：

(1) 验证条件 (2.3) 对于任何 i, i1, i2, · · · , ik 成立后用 (2.5) 计算出对称化序列
{αj}。或者先按 (2.5) 计算 {αj}，再验证 {αj} 满足 αiqij = αjqji, i, j ∈ I。
如满足，说明 {αj} 是对称化序列；否则没有对称化序列，也就没有可逆分布。

(2) 当 {αj} 是对称化序列时，如果 c =
∑

j∈I αj < ∞，则 pj = αj/c (j ∈ I)
是平稳可逆分布，马氏链是正常返的；否则马氏链不是正常返的，平稳分布不
存在.
只需要证明 (2)。在 αiqij = αjqji 两边对 i 求和，用保守性得到∑

i∈I αiqij = 0。我们知道，当 c < ∞ 时，pj = αj/c 是平稳不变分布，
{X(t)} 正常返，于是 {pj} 是平稳可逆分布。当 c = ∞ 时，用反证法：假设
{X(t)} 正常返，则有平稳不变分布 {pj}。我们知道 {αj} 和 {pj} 相差一个常
数因子：αj = apj , j ∈ I。但是这与 c = ∞ 矛盾.
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例 2.1

设 λ0λ1 · · ·λn−1 > 0, µ1µ2 · · ·µn > 0。如果马氏链 {X(t)} 有状态空间
I = {0, 1, · · · , n} 和转移速率矩阵

Q =


−λ0 λ0 0 0 0 · · ·
µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0 0 · · ·
0 µ2 −(λ2 + µ2) λ2 0 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · · · · ·
· · · · · · · · · · · · µn −µn

 ,

计算平稳可逆分布.
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解.
容易看出该有限马氏链是不不可约的，从而是正常返的。取

α0 = 1,

αk =
q01q12 · · · qk−1,k

q10q21 · · · qk,k−1
=

λ0λ1 · · ·λk−1

µ1µ2 · · ·µk
, 1 ⩽ k ⩽ n,

有 α0q01 = λ0 = (λ0/µ1)µ1 = α1q10。对 k = 1, 2, · · · , n− 1，有

αkqk,k+1 =
λ0λ1 · · ·λk−1 · λk

µ1µ2 · · ·µk
=

λ0λ1 · · ·λk · µk+1

µ1µ2 · · ·µk+1
= αk+1qk+1,k,

所以 αk 是对称化序列。取 c0 = α0 + α1 + · · ·+ αn，得到平稳可逆分布
pk = αk/c0, k ∈ I.
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例 2.2

设 {λi|i ⩾ 0} 和 {µi|i ⩾ 1} 是正数列，生灭过程 {X(t)} 有状态空间
I = {0, 1, 2, · · · } 和转移速率矩阵

Q =


−λ0 λ0 0 0 · · ·
µ1 −(λ1 + µ1) λ1 0 · · ·
0 µ2 −(λ2 + µ2) λ3 · · ·
0 0 µ3 −(λ3 + µ3) λ3 · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·

 ,

求平稳分布存在的条件，并计算其平稳分布.
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证明.
我们知道

α0 = 1,

αk =
q01q12 · · · qk−1,k

q10q21 · · · qk,k−1
=

λ0λ1 · · ·λk−1

µ1µ2 · · ·µk
, k = 1, 2, · · ·

是对称化序列。取 c0 = α0 + α1 + · · ·。当且仅当 c0 < ∞ 时，{X(t)} 存在平稳可逆
分布

pk = αk/c0, k ∈ I.

这时生灭过程 {X(t)} 是正常返的。特别当 λi = λ, µi = µ, λ < µ 时，由

αk =

(
λ

µ

)k

, c0 =

∞∑
k=0

αk =

(
1− λ

µ

)−1

,

得到平稳分布：

pk =

(
1− λ

µ

)(
λ

µ

)k

, k = 0, 1, 2, · · · .
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判定我们考察生灭过程的嵌入离散时间马尔可夫链。设 un 表示过程从状态 n 出

发，在到达状态 N 之前，先到达状态 0 的概率。这里 0 ≤ n ≤ N。显然，我
们有两个边界条件：
▶ u0 = 1 （已经到达状态 0）
▶ uN = 0 （先到达了状态 N，未满足条件）



第 28 讲 时间可逆
马氏链

时间可逆的马氏链

可逆分布的计算

生灭过程常返性的
判定

对于中间状态 0 < n < N，系统离开状态 n 时，只有两种可能：以概率
λn

λn+µn
转移到状态 n+ 1（出生）。以概率 µn

λn+µn
转移到状态 n− 1（死亡）。

根据全概率公式, 我们可以建立递推关系：

un =
λn

λn + µn
un+1 +

µn

λn + µn
un−1

将等式两边同乘 (λn + µn)：

(λn + µn)un = λnun+1 + µnun−1

重新移项，构造出相邻项的差值：

λn(un+1 − un) = µn(un − un−1)

即：
un+1 − un =

µn

λn
(un − un−1)
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利用上面得到的递推式，我们可以将任意相邻两项的差展开，一直递推到
u1 − u0：

u2 − u1 =
µ1

λ1
(u1 − u0)

u3 − u2 =
µ2

λ2
(u2 − u1) =

µ2µ1

λ2λ1
(u1 − u0)

. . .

un+1 − un =

(
n∏

i=1

µi

λi

)
(u1 − u0) = Wn(u1 − u0)

其中 Wn =
∏n

i=1
µi

λi
.
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定义 W0 = 1。因为 u0 = 1，所以 (u1 − u0) = u1 − 1。现在，我们将 n 从 0
累加到 N − 1：

N−1∑
n=0

(un+1 − un) =

N−1∑
n=0

Wn(u1 − 1)

等式左边是一个裂项相消的和，其结果为 uN − u0。代入边界条件 uN = 0 和
u0 = 1，左边等于 −1。因此我们得到：

−1 = (u1 − 1)

N−1∑
n=0

Wn

由于 W0 = 1，求和项可以写成 1 +
∑N−1

n=1 Wn。解出 u1：

u1 = 1− 1

1 +
∑N−1

n=1 Wn

.
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u1 是从状态 1 出发，在到达 N 之前返回 0 的概率。我们令 N → ∞，此时 u1
的极限（记为 f10）就代表了从状态 1 出发，最终能够返回状态 0 的绝对概率：

f10 = lim
N→∞

u1 = 1− 1

1 +
∑∞

n=1Wn

对于不可约的生灭过程，状态 0 是常返的, 当且仅当从状态 0 出发最终一定能
回到 0（概率为 1）。由于状态 0 只能转移到状态 1（因为 µ0 = 0），所以“从
0 出发一定回到 0”逻辑上等价于“从 1 出发一定能到达 0”，即要求 f10 = 1。
根据上面的极限公式：

f10 = 1 ⇐⇒ 1

1 +
∑∞

n=1Wn
= 0 ⇐⇒

∞∑
n=1

Wn = ∞.
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对于不可约的生灭过程，所有的状态具有相同的常返性。判别该过程是
否常返（Recurrent）的充要条件是：

∞∑
n=1

Wn =

∞∑
n=1

(
n∏

i=1

µi

λi

)
= ∞
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例 3.2

以下三个生灭过程哪个是非常返的，哪个是零常返的，哪个是正常返的？
对于正常返马氏链计算平稳分布.
(a) λn = n+ 2, µn = n;
(b) λn = n+ 1, µn = n;
(c) µn = n, λ0 = λ1 = 1, 对 n ≥ 2, λn = n− 1.
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时间可逆的马氏链

可逆分布的计算

生灭过程常返性的
判定

解.
对于一个状态空间为 {0, 1, 2, . . . } 的生灭过程，设其生速率为 λn > 0（对
n ≥ 0），灭速率为 µn > 0（对 n ≥ 1，且令 µ0 = 0）。判定生灭过程常返与否，
关键在于计算以下两个级数：常返性判别式：

R =

∞∑
n=1

µ1µ2 · · ·µn

λ1λ2 · · ·λn

若 R = ∞，则过程是常返的；若 R < ∞，则过程是非常返的。平稳分布判别
式（正常返判别式）：在已知过程常返（即 R = ∞）的前提下，我们检查平稳
分布的测度级数：

S =

∞∑
n=1

λ0λ1 · · ·λn−1

µ1µ2 · · ·µn

若 S < ∞，则过程是正常返（Positive Recurrent）的，此时存在平稳分布；若
S = ∞，则过程是零常返的。现在，我们对题目中的 (a)、(b)、(c) 三个具体
情形逐一进行计算和分类.
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可逆分布的计算

生灭过程常返性的
判定

解.
(a) λn = n+ 2, µn = n 首先计算常返性判别式中的项。对 n ≥ 1：

µ1µ2 · · ·µn

λ1λ2 · · ·λn
=

1 · 2 · · ·n
3 · 4 · · · (n+ 2)

=
2

(n+ 1)(n+ 2)

由此计算级数 R：

R =

∞∑
n=1

2

(n+ 1)(n+ 2)
= 2

∞∑
n=1

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
= 2 · 1

2
= 1 < ∞.

由于 R < ∞，该过程是非常返的.
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可逆分布的计算

生灭过程常返性的
判定

解.
(b) λn = n+ 1, µn = n 同样先计算常返性判别式的项。对 n ≥ 1：

µ1µ2 · · ·µn

λ1λ2 · · ·λn
=

1 · 2 · · ·n
2 · 3 · · · (n+ 1)

=
1

n+ 1

由此计算级数 R：

R =
∞∑

n=1

1

n+ 1
= ∞ （调和级数发散）

因为 R = ∞，该过程是常返的。接下来我们需要判定它是正常返还是零常返，计算级数
S。对 n ≥ 1：

λ0λ1 · · ·λn−1

µ1µ2 · · ·µn
=

1 · 2 · · ·n
1 · 2 · · ·n = 1

由此计算级数 S：

S =
∞∑

n=1

1 = ∞

由于 R = ∞ 且 S = ∞，该过程是零常返的.
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时间可逆的马氏链

可逆分布的计算

生灭过程常返性的
判定

解.
(c) µn = n, λ0 = λ1 = 1, 对n ≥ 2, λn = n− 1 我们先看常返性判别式。当 n ≥ 2 时：

µ1µ2 · · ·µn

λ1λ2 · · ·λn
=

1 · 2 · 3 · · ·n
1 · 1 · 2 · · · (n− 1)

= n

由此计算级数 R：

R = 1 +
∞∑

n=2

n = ∞

因为 R = ∞，该过程是常返的。接着进一步计算级数 S 来判定正常返性。当 n ≥ 2 时：

λ0λ1 · · ·λn−1

µ1µ2 · · ·µn
=

1 · 1 · 1 · 2 · · · (n− 2)

1 · 2 · 3 · · ·n =
1

n(n− 1)

由此计算级数 S：

S =
λ0

µ1
+

∞∑
n=2

1

n(n− 1)
= 1 +

∞∑
n=2

(
1

n− 1
− 1

n

)
= 1 + 1 = 2 < ∞.

由于 R = ∞ 且 S < ∞，该过程是正常返的.
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可逆分布的计算

生灭过程常返性的
判定

解.
根据生灭过程的平衡方程 πnλn = πn+1µn+1，我们有：

πn = π0
λ0λ1 · · ·λn−1

µ1µ2 · · ·µn

代入前面算出的各项系数：π1 = π0 · λ0

µ1
= π0 · 1 = π0 对于 n ≥ 2：πn = π0 · 1

n(n−1)

利用全概率公式归一化
∑∞

n=0 πn = 1：

π0 + π1 +

∞∑
n=2

πn = π0 + π0 + π0

∞∑
n=2

1

n(n− 1)
= 1

2π0 + π0 · 1 = 3π0 = 1 =⇒ π0 =
1

3

由此得到平稳分布为：

π0 =
1

3
, π1 =

1

3
, πn =

1

3n(n− 1)
(n ≥ 2).
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