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例 0.1

不断抛掷一枚均匀硬币，直到第一次出现正面为止。令 X 表示所需的
抛掷次数。
(a) 求熵 H(X)（以比特为单位）。以下表达式可能会有用：

∞∑
n=0

rn =
1

1− r
,

∞∑
n=0

nrn =
r

(1− r)2
.

(b) 根据该分布抽取了一个随机变量 X。构造一个形式为“X 是否包
含在集合 S 中？”的“有效”的“是-否”问题序列，以确定 X 的
值。比较 H(X) 与确定 X 所需的期望问题数.
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证明.
(a) 抛掷到首次出现正面时的次数 X 服从参数 p = 1/2 的几何分布，其中

P (X = n) = pqn−1, n ∈ {1, 2, ...}. 因此 X 的熵为：

H(X) = −
∞∑
n=1

pqn−1 log(pqn−1)

= −

[ ∞∑
n=0

pqn log p+
∞∑
n=0

npqn log q
]

=
−p log p
1− q

− pq log q
p2

=
−p log p− q log q

p

= H(p)/p 比特 (bits).

如果 p = 1/2，则 H(X) = 2 比特.
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证明.
(b) 直观来看，最好的问题显然是那些获得“是”或“否”的几率各占一半的

问题。因此，我们可以猜测，最“有效”的一系列问题为：X = 1 吗？如
果不是，X = 2 吗？如果不是，X = 3 吗？……得到的期望问题数等于∑∞

n=1 n(1/2
n) = 2。这应该增强了这样一种直觉：H(X) 是衡量 X 的不

确定性的一种度量。事实上，在此情况下，熵恰好等于确定 X 所需的平
均问题数，且在一般情况下 E(问题数) ≥ H(X)。这个问题可以理解为信
源编码问题。令 0 =否，1 =是，X =信源，而 Y =编码后的信源。那
么上述过程中的问题集可以写成 (X,Y ) 对的集合：(1,1), (2,01), (3,001)
等。事实上，这个通过直觉得出的代码正是最小化预期问题数的最佳（哈
夫曼 Huffman）码.
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例 0.2: 课本习题 2.10

设离散随机变量 X1 和 X2 的概率质量函数分别为 p1(·) 和 p2(·), 字母
表分别为 X1 = {1, 2, · · · ,m}, X2 = {m+ 1, · · · , n}. 设

X =

{
X1 概率为 α
X2 概率为 1− α.

(1) 试求 H(X) 关于 H(X1)、H(X2) 和 α 的表达式.
(2) 试关于 α 最大化 H(X), 证明 2H(X) ≤ 2H1(X) + 2H(X2).
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证明.
注意到

X =

{
X1 概率为 α
X2 概率为 1− α,

我们定义

θ = f(X) =

{
1 若 X = X1,
2 若 X = X2,

那么我们有

H(X) = H(X, f(X)) = H(θ) +H(X|θ)
= H(θ) + p(θ = 1)H(X|θ = 1) + p(θ = 2)H(X|θ = 2)

= H(α) + αH(X1) + (1− α)H(X2)
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其中 H(α) = −α logα = (1− α) log(1− α). 记
f(α) = H(α) + αH(X1) + (1− α)H(X2), 则

f ′(α) = log(1− α

α
) +H(X1)−H(X2).

解方程 f ′(α0) = 0 可以得 α0 =
2H(X1)

2H(X1) + 2H(X2)
. 不难看出 f 在 α0 处取到最

大值, 于是

H(X) ≤− 2H(X1)

2H1(X) + 2H(X2)
log 2H(X2)

2H1(X) + 2H(X2)
− 2H(X2)

2H1(X) + 2H(X2)
log 2H(X1)

2H1(X) + 2H(X2)

+
2H(X2)

2H1(X) + 2H(X2)
H(X1) +

2H(X1)

2H1(X) + 2H(X2)
H(X2)

= log(2H(X1) + 2H(X2)).

从而 (2) 得证.
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例 0.3: (课本习题 2.28)

设 pi > 0，i = 1, 2, ...m。证明服从分布 (p1, ..., pi, ..., pj , ..., pm) 的随机
变量的熵，小于或等于服从分布 (p1, ...,

pi+pj
2 , ...,

pi+pj
2 , ..., pm)的随机变

量的熵。
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解.
这个问题取决于对数函数的凸性。设

P1 = (p1, ..., pi, ..., pj , ..., pm)

P2 = (p1, ...,
pi + pj

2
, ...,

pi + pj
2

, ..., pm)

那么，

H(P2)−H(P1) = −2
(pi + pj

2

)
log
(pi + pj

2

)
+ pi log pi + pj log pj

= −(pi + pj) log
(pi + pj

2

)
+ pi log pi + pj log pj .

由于 f(x) = x logx 在 x > 0 时是严格凸函数，以下不等式成立：

f(pi) + f(pj)

2
=

1

2
(pi log pi + pj log pj) ≥ f

(pi + pj
2

)
=

pi + pj
2

log pi + pj
2

.

因此，H(P2) ≥ H(P1).
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例 0.4: (课本习题 2.39)

设 X, Y 和 Z 为三个服从 Bernoulli(12) 的二元随机变量，且两两独立.
在上述约束条件下，H(X,Y, Z) 的最小值是多少？
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证明.
我们有

H(X,Y, Z) = H(X,Y ) +H(Z|X,Y )

≥ H(X,Y )

= 2比特.

下面我们验证这个下界可以达到, 从而 H(X,Y, Z) 的最小值为 2 比特.
设 X,Y ∼ Bernoulli(1/2), Z = X ⊕ Y , 其中 ⊕ 表示模 2 加法.
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例 0.5

设 Z1, Z2, · · · 为独立同分布的随机变量，服从 {0, 1} 上的均匀分布. 对
于 1 ≤ i ≤ n，设

Xi =

i∑
j=1

Zj .

求 I(X1;X2, X3, · · · , Xn).
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证明.
首先注意到 X1 → X2 → · · · → Xn 构成一个马尔可夫链. (思考：为什么？)
由互信息的链式法则, 我们有

I(X1;X2, X3, · · · , Xn) =

n∑
i=2

I(X1;Xi|X2, · · · , Xi−1)

= I(X1;X2).

= I(Z1;Z1 + Z2)

= H(Z1 + Z2)−H(Z1 + Z2|Z1)

=
3

2
− 1 = 1/2比特.
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例 0.6: (课本习题 4.33)

设 X1 → X2 → X3 → X4 构成一个马尔科夫链. 证明：

I(X1;X3) + I(X2;X4) ≤ I(X1;X4) + I(X2;X3).
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注意到

I(X1;X3, X4) = I(X1;X3) + I(X1;X4|X3)

= I(X1;X4) + I(X1;X3|X4)

于是
I(X1;X4)− I(X1;X3) = I(X1;X4|X3)− I(X1;X3|X4).

类似地,

I(X2;X3)− I(X2;X4) = I(X2;X3|X4)− I(X2;X4|X3).

从而我们有 (由于 X1 → X2 → X3 → X4 构成一个马尔可夫链,
I(X1;X4|X3) = 0, I(X2;X4|X3) = 0.)

I(X1;X4) + I(X2;X3)− I(X1;X3) + I(X2;X4)

=I(X1;X4|X3)− I(X1;X3|X4) + I(X2;X3|X4)− I(X2;X4|X3)

=I(X2;X3|X4)− I(X1;X3|X4)
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又由

I(X1, X2;X3|X4) = I(X1;X3|X4) + I(X2;X3|X1, X4)

= I(X2;X3|X4) + I(X1;X3|X2, X4),

我们知

I(X1;X4) + I(X2;X3)− I(X1;X3) + I(X2;X4)

=I(X2;X3|X1, X4)− I(X1;X3|X2, X4).

注意到 (这里我们再次用到 X1 → X2 → X3 → X4 构成一个马尔可夫链这一
事实) I(X1;X3|X2, X4) = I(X1;X3, X4|X2)− I(X1;X4|X2) = 0, 于是

I(X1;X4) + I(X2;X3)− I(X1;X3) + I(X2;X4) = I(X2;X3|X1, X4) ≥ 0.

从而得证.
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例 0.7

记 π(n) 为不超过 n 的素数个数. 注意到对于任一正整数 n，其有唯一
的形如下的素因子分解

n =

π(n)∏
i=1

pXi
i .

其中 p1, p2, p3, · · · 为素数. 即 p1 = 2, p2 = 3, p3 = 5, · · · . Xi = Xi(n)
为一个非负整数，其表示 n 的素因子分解中 pi 的重数. 设 N 为在
{1, 2, · · · , n} 上均匀分布的一个随机变量.
(1) 证明 Xi(N) 为一个整数值随机变量，满足

0 ≤ Xi(N) ≤ logn.

(2) 证明 logn = H(N) ≤ π(n) log(logn+ 1). 从而 π(n) ≥ logn
log(logn+1) .

特别地当 n → ∞ 时有 π(n) → ∞.
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证明.
(1) 由于 pXi

i |N , 所以 2Xi(N) ≤ p
Xi(N)
i ≤ N ≤ n. 从而 Xi(N) ≤ logn.

(2) 注意到对于每个 N , 其对应的 (X1(N), · · · , Xπ(n)(N)) 是唯一的, 所以

logn = H(N)

= H(X1(N), X2(N), · · · , Xπ(n)(N))

≤ H(X1(N)) + · · ·+H(Xπ(n)(N))

≤ π(n) log(log(n+ 1)),

从而 π(n) ≥ logn
log(logn+1) . 特别地当 n → ∞ 时有 π(n) → ∞.
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注记 0.8

上例的结论可以进一步加强. 设 N ∼ Uniform{1, 2, · · · , n}, 其可以唯一
表示为

N = M2 · pY1
1 · pY2

2 · . . . · pYπ(n)

π(n) ,

其中M 是使得M2|N 的最大整数. 这样随机变量 Yi 取值范围是 {0, 1}.
由于 M2|N , 1 ≤ M ≤

√
n. 从而我们有

logn = H(N)

= H(M,Y1, · · · , Yπ(n))

≤ H(M) +H(Y1) +H(Y2) + · · ·+H(Yπ(n))

≤ 1

2
logn+ π(n).

从而 π(n) ≥ 1
2 logn.
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例 0.9

假设 X 是一个取值于自然数集 N = {1, 2, ...} 上的随机变量，其概率质
量函数（PMF）为 P . 我们将尝试寻找使该随机变量的熵有限的条件.
(1) 假设 E[X] < ∞. 设 Q 为成功概率为 r 的几何随机变量的 PMF,

即对于所有 x ∈ N, 有 Q(x) = (1− r)x−1r, 其中 r ∈ (0, 1). 请用
H(X)、E[X] 和 r 来表示相对熵 D(P ||Q).

(2) 利用上一问的结论证明:

H(X) ≤ E[X] · h2
(

1

E[X]

)
.

当 X 服从几何分布时等号成立. 由此我们知如果 E[X] < ∞ 则 X
的熵是有限的. 其中，h2(·) 表示二元熵函数，定义为
h2(x) = −x log2 x− (1− x) log2(1− x).

(3) 现在假设我们不知道是否有 E[X] < ∞ 但是我们知道
E[logX] < ∞。证明这也能推出 H(X) < ∞。
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证明.
(1) 展开相对熵, 我们有:

D(P ||Q) =
∑
x∈N

P (x) log P (x)

Q(x)

=
∑
x∈N

P (x) logP (x) +
∑
x∈N

P (x) log 1

Q(x)

= −H(X) +
∑
x∈N

P (x) log 1

(1− r)x−1r

= −H(X) + (E[X]− 1) log 1

1− r
+ log 1

r
.
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证明.
(2) 设 Q 与上一问的分布相同。利用 KL 散度的非负性 D(P ||Q) ≥ 0，我们有：

H(X) ≤ (E[X]− 1) log
(

1

1− r

)
+ log

(
1

r

)
.

该上界对任意 r ∈ (0, 1) 均成立。因此，我们选择使右式极小化的 r 值。对 r 求导并令导
数为 0： E[X]−1

1−r
− 1

r
= 0 =⇒ r = 1

E[X]
. 将此 r 代入上界表达式中，可得:

H(X) ≤ (E[X]− 1) log
(

1

1− 1
E[X]

)
+ log

(
1
1

E[X]

)

= E[X] ·
[
−
(
1− 1

E[X]

)
log
(
1− 1

E[X]

)
− 1

E[X]
log
(

1

E[X]

)]
= E[X] · h2

(
1

E[X]

)
.

由于期望 E[X] 有限，且二元熵函数受限于 1，因此熵被一个有限值所界定，故而是有限
的. 当 D(P ||Q) = 0 时取得上界，这意味着 P = Q，即 X 服从参数为 r = 1

E[X]
的几何

分布.
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证明.
(3) 对于任意 α > 1，令：

∞∑
x=1

1

xα
= cα

由于当 α > 1 时级数收敛，我们知道存在这样一个有限的 cα。对于
x ∈ N，选取分布 Q 为 Q(x) = 1

cαxα。我们可以将 P 与 Q 之间的 KL 散
度展开为：

D(P ||Q) = −H(X) + E
[
log 1

Q(X)

]
利用 KL 散度的非负性，可得：

H(X) ≤ E [log(cαXα)] = log cα + αE[logX]

由于 cα、α 和 E[logX] 均为有限值，因此熵被一个有限值所界定，故也
是有限的.
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例 0.10: (课本习题 3.5)

设 X1, X2, · · · 为 i.i.d. 离散随机变量序列，熵为 H(X). 设

Cn(t) = {xn ∈ X n : p(xn) ≥ 2−nt}

表示概率 ≥ 2−nt 所有 n 长序列构成的子集.
(a) 证明 |Cn(t)| ≤ 2nt.
(b) 当 t 为何值时，有 P ({Xn ∈ Cn(t)}) → 1?
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解.
(a) 1 =

∑
xn∈Cn(t)

p(xn) ≥ |Cn(t)|minxn∈Cn(t) p(x
n)，从而 |Cn(t)| ≤ 2nt.

(b) 我们记 H(X) = h. 由 AEP，对于任意 ϵ > 0, P (A
(n)
ϵ ) → 1.

如果 t > H，我们有当 ϵ 充分小时，Cn(t) ⊇ A
(n)
ϵ ，从而 Pr{xn ∈ Cn(t)} → 1.

如果 t < H，我们有当 ϵ 充分小时，Cn(t) ∩A
(n)
ϵ = ∅，从而

Pr{xn ∈ Cn(t)} → 0.

思考: 如果 t = H, 结论会是怎样?
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例 0.11
我们将证明：如果 (Y, Y ′) 是独立同分布的离散随机变量，则：

H(Y − Y
′
) − H(Y ) ≤ 2(H(Y

′
+ Y ) − H(Y ))

我们将按照以下步骤证明该不等式。

(a) 互信息的预处理不等式设 X1, X2 为离散随机变量。对于某些函数 F (·), G(·)，令 Y1 = F (X1) 且 Y2 = G(X2)。
证明：

I(X1;X2) ≥ I(Y1;Y2).

(b) 次模性假设存在函数 F,G,R 使得 X0 = F (X1) = G(X2) 且 X12 = R(X1, X2)，其中 X1, X2 为离散随机变
量。利用前一部分证明：

H(X12) + H(X0) ≤ H(X1) + H(X2).

(c) 鲁扎三角形不等式设 X, Y, Z 为独立的离散随机变量。利用 (b) 部分证明：

1. H(X − Z) ≤ H(X − Y ) +H(Y − Z)−H(Y ),
2. H(X − Z) ≤ H(X + Y ) +H(Y + Z)−H(Y ).

[提示：在 (b) 部分中使用 X1 = (X − Y, Y − Z)，X2 = (X,Z)，X12 = (X, Y, Z) 且 X0 = X − Z。]
(d) 熵的和与差利用前一部分得出结论：对于独立同分布的 (Y, Y ′) 随机变量，有：

H(Y − Y
′
) − H(Y ) ≤ 2(H(Y

′
+ Y ) − H(Y )).
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(a)

I(X1;X2) = H(X1)−H(X1 | X2)

(i)
= H(X1)−H(X1 | X2, Y2)

(ii)

≥ H(X1)−H(X1 | Y2)

= I(Y2;X1)

= H(Y2)−H(Y2 | X1)

(iii)
= H(Y2)−H(Y2 | X1, Y1)

(iv)

≥ H(Y2)−H(Y2 | Y1)

= I(Y1;Y2)

其中：

(i) 来自 Y2 = G(X2) 的事实。
(ii) 来自“条件化降低熵”。
(iii) 来自 Y1 = F (X1) 的事实。
(iv) 来自“条件化降低熵”。
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(b) 显而易见 H(X12) ≤ H(X1, X2)，因此

H(X1) +H(X2)−H(X12) ≥ H(X1) +H(X2)−H(X1, X2) = I(X1;X2)。结合上述
(a) 部分 I(X1;X2) ≥ I(Y1;Y2) = I(X0;X0) = H(X0)，即完成了证明。

(c) 1. 令 X1 = (X − Y, Y − Z)，X2 = (X,Z)，X0 = X − Z 且 X12 = (X,Y, Z)。
因此对于函数 F,G,R，我们有 X0 = F (X1) = G(X2) 且
X12 = R(X1, X2)。利用上述 (b) 部分：

H(X,Y, Z) +H(X − Z) ≤ H(X − Y, Y − Z) +H(X,Z)

根据独立性展开，并利用条件化降低熵整理可得：

H(X − Z) ≤ H(X − Y ) +H(Y − Z)−H(Y )

2. 将 Y 替换为 −Y，并注意到 H(Y ) = H(−Y )，即可得到该结果。
(d) 将 (c)-2 用于独立同分布的 X,Y, Z，并利用 H(Y ) = H(X) 以及

H(X + Y ) = H(Y + Z)，得到：

H(X − Z) +H(X) ≤ 2H(X + Y )

现在替换 X = Y ′ 且 Z = Y ′′，即可得到：

H(Y ′ − Y ′′)−H(Y ) ≤ 2(H(Y ′ + Y )−H(Y )).


